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Résumé
Nous montrons la stabilité asymptotique dah&(R) de la famille des ondes solitaires de I'équation de Benjamin-Bona—
Mahony. Nous obtenons ce résultat en montrant un théoréme de rigidité du flot autour des ondes solitaires (un théoreme de typ

Liouville). Pour citer cet article: K. El Dika, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003).
O 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Asymptotic stability of solitary waves for the Benjamin—-Bona—M ahony equation. We prove the asymptotic stability
in H1(R) of the family of solitary waves for the Benjamin—Bona—Mahony equation. The proof is based on a Liouville type
theorem on the flow around the solitary wavéscite thisarticle: K. El Dika, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003).
O 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction et énoncé du résultat
L'équation de Benjamin—Bona—Mahony (BBM) intervient dans la modélisation de la propagation des ondes
hydrodynamiques dans un canal peu profond (voir [1]). Elle s'écrit

{(1—Bf)ut+(u+u2)x20, (t,x) eR xR,
u(0,x) =uog(x), xekR.

Le probléme de Cauchy est globalement bien posé @) (voir [1]), et 'équation admet pourg € H(R),
deux invariants :

1 1
E(u®) =3 / u?(t) + 3 / u3(t) = E(uo), ()

(1)

m(u(t)):/uz(t)+/u§(t)=m(uo). (3)
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L'équation de BBM admet une famille d’ondes solitaires paramétrées par leur viesse: .

Plusieurs travaux suggérent que ces ondes solitaires jouent un rdle fondamental dans la dynamique globale d
cette équation, et il est donc naturel de poser la question de la stabilité de ces ondes solitaires. Il est connu qu’elle
sont orbitalement stables (voir [7] ou [2]) : seit- 1, pour toute > O, il existes > 0 tel quelug — ¢c|y1 < 8
implique I'existence d’une fonction(r) de classe&®, telle queu(t, - + (1)) — @c|y1 < € pour toutr € R. Miller
et Weinstein ont montré, en suivant la méthodologie élaborée par Pego et Weinstein pour I'équation de Korteweg-
de Vries (KdV), la stabilité asymptotique de la famille de ces ondes solitaires, pour des données initiales dans
H?(R)N HX(R), olia > 0 et HX(R) = {f € HY(R), & f € H'(R)}, hypothése trés restrictive d’aprés les auteurs
mémes (voir [6]). D’autre part Martel et Merle ont montré la stabilité asymptotique des ondes solitaires de KdV
généralisée sous-critique dans I'espace d’éndidigR) (voir [5]).

En travaillant dans le méme esprit que Martel et Merle, et en utilisant un résultat spectral de Miller et Weinstein
sur le linéarisé autour de I'onde solitaire, nous montrons la stabilité asymptotique dans I'espace diéh@tgie
de la famille des ondes solitaires de I'équation de BBM :

Théoréme 1.1. Soitug € H1(R) et considérons(¢) la solution de(1) surR x R telle quex(0) = uo. Il existe
un ensembléZ C (1, +o00) au plus dénombrable n'ayant pas de point d’accumulaiBrpeut étre vidg tel que
Veg € (1, +00)\ E, il existeag > 0, tel que Silug — ¢l y1 < ap alors on peut trouvet, », > 1 et une fonction (r)

tels queu(t, - + x(¢)) converge faiblement darf$!(R) versg., ., quands — +oo.

Remarquons tout d'abord que., est éventuellement différente dg pour la simple raison qu'’il existe des
ondes solitaires aussi proches que I'on veupge

Le théoréme étant énoncé, il faut signaler des différences majeures dans la preuve de ce résultat par rapport
celui de Martel et Merle concernant I'équation de KdV généralisée : la preuve du théoréeme de Liouville linéaire est
complétement différente de celle de Martel et Merle (voir [4]), elle utilise le résultat spectral de Miller—Weinstein
sur le linéarisé autour de I'onde solitaire, et nous pensons gu’elle est plus succeptible d'étre appliqguée a d’autre:
équations; signalons par ailleurs que I'ensembBlgui intervient dans ce théoreme est di a I'utilisation de ce
résultat de Miller et Weinstein. De plus l'invariance par scaling de I'équation de KdV généralisée permettait a
Martel et Merle de se ramener a une équation pour la perturbation ou I'opérateur linéaire est indépendant du temps
Ce n’est pas possible ici car I'équation de BBM n'admet pas d’invariance par scaling. Le passage du probleme non-
linéaire au probléme linéaire nécessite des techniques différentes de celles de ce méme passage pour I'équation
KdV généralisée a cause de I'absence d’effets régularisants pour I'équation de BBM.

Une premiére étape dans la preuve de ce résultat est le choix d’'une décompositien dee onde solitaire
modulée et une fonction qui reste petite d&hSR), u(z, x) = Yey(x —x(@) +nt, x —x(@)) :

Soit ¢cg > 1, pour toute > 0, il existe § = §(¢) > O telle que silug — ¢ ly1 < 8 alors il existe une
fonction de class&?! : (x,¢):R — R? pour laquelle les propriétés suivantes sont vérifiées poursteur :

lx(1) = r(0)| + |c(t) = col <&, [ult, -+ x(1)) = @ g1 < & u(t, -+ x(1)) — gc(r) €St orthogonale &l — 82)¢c(;)
eta(l — 92)(xgc(ry) dansL?(R).

Ce choix des conditions d’orthogonalité permet d’obtenir des estimations uniformes en temps sur les paramétre:
de modulations et leurs dérivées; par ailleurs il est crucial pour la preuve du théoréme de Liouville linéaire :
il entraine la positivité d’'un certain opérateur, et il permet de se ramener a I'orthogonal du noyau généralisé
du linéarisé autour de I'onde solitaire. La preuve de I'existence de cette décomposition utilise le théoréme des
fonctions implicites ainsi que le résultat de stabilité orbitale ; des estimations sur les parameétres de modulation,
utiles dans plusieurs démonstrations, découlent de I'équatign de

{ (=32 n — dxLeyn + (L= 32)depe — (x; — ) (L — 32)dy (¢ + 1) + 3x(n?) =0, @)
n(0,x) =nox), xeR,

oulL,= —caf + (¢ — 1) — 2¢.. Cette décomposition de étant faite, la preuve du Théoréme 1.1 se fait en trois
étapes principales : dans une premiére étape, nous montrons la stabilité asymptotique des ondes solitaires de BB
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en admettant le théoréme de Liouville énoncé ci-dessous; il s'agit d’'un théoreme de rigidité du flot autour des
ondes solitaires qui dit qu’une solution de (1) qui &5t localisée (modulo une translation en espace) et qui est
proche d’une onde solitaire daf&' (R), est identiquement égale & une onde solitaire translatée :

Théoréme 1.2. Soitug € H1(R) et considérons(¢) la solution de(1) surR x R telle queu(0) = uo. Il existe un
ensemblé& comme dans le Théoréred tel que pouky € (1, +00)\ E, il existeay > 0, tel que Silug— ¢¢,l g1 < a1
et g'il existe une fonctiory(¢) telle queve > 0, 3R, > O, tel queVvr € R, f‘xbRg(uz(t,x +y(@) + uf(t,x +
y(1)))dx < ¢, alors il existex; € R, ¢1 > 1tels queu(t, x) = ¢(x — c1t + x1) pour tous(z, x) € R x R.

Les deux autres étapes sont consacrées a la preuve de ce théoréme de Liouville : nous réduisons d’abord ¢
probléme non-linéaire a un probléme de Liouville linéaire, puis nous montrons le théoréme de Liouville linéaire.
Nous donnons ci-aprés quelques idées des preuves, pour les démonstrations en détail voir [3].

2. Indications sur les démonstr ations

Le principal outil dans plusieurs démonstrations est « la monot&Hie- pour une certaine fonctiap positive
et croissante, telle qué(x) — 1 quandx — +oo, et ¥ (x) < Ce"/X pourx <0, ol K > 0, et poura > 0
définissons :

1
Tionn®) =5 /(uz(t, x) +u(t, )¢ (x — x(r) — xo — a(x (o) — x(1))) dx.

Proposition 2.1. Soitcg > 1 il existeas > 0, B >0, C >0, « > 0 et K > 0 tel que Silug — ¢yl g1 < a2 alors
Vo € R, Vt <tg, 0N a: Ly 1 (t0) < Lyg.1o (1) + C ¥/ K,

Remarque. Une propriété analogue de monotonie, pour une quantité liée a la ictnaeété établie pour KdVg
dans [4] (voir aussi [5]).

2.1. Etapel

En admettant le Théoréme 1.2 nous montrons guenverge vers 0 faiblement da@s'(R) ; la preuve se
fait par I'absurde en construisant une solution limite qui contredit le théoréme de Liouville; en effet €
alors il exister, — 400, ¢o € (1, +00)\E et ijg € HLX(R), 7ip # 0 tel quen(t,) — 7jo dansHL(R), ¢(t,) — o,
considérong la solution de (1) pouii(0) = iig = 7o + ¢z,, NOUS décomposons alaisde la méme maniere que
ulu(t,x) =@z (x — X))+, x — x(¢)), etnous montrons :

Proposition 2.2. Sous les hypothéses précédentes, la fondtiest H! localisée uniformément en temps autour
dex(r) : Ve > 0,3R. > O, telle que pour tout € R |\ (@%(1, x + X(1)) + #5(1, x + (1)) dx <.

La continuité du flot de BBM pour la topologie faiblé®, la monotonie de la masgé?, et le fait qued;u €
H?(R) siu € H1(R) nous permettent de montrer, pour towt R, la convergence forte de(t,, + 1, - + x (t, + 1))
versi(t, - + x(t)) dansngc(R). Cette propriété et la monotonie nous permettent de montrer la Proposition 2.2.
Mais cette solutior contredit le Théoréme 1.2, ce qui montre gue- 0 dansH(R).
D’autre part en considérafit, ., (r) = f(”z(%x) + ”%%“)w(x — (x () +x0+a(x (o) — x(1))) dx nous montrons
sous les mémes hypotheses que dans la Proposition 2.1, une propriété de monotonie de cette énergie localisée : p«
x0 < 0, pour toutrg € R, pour toutr > g, 0N & :Exy 1, (1) < Exp.10(f0) + C e"o/K_Cette propriété et la convergence
forte den(¢) vers 0 dand.? (R) quandr — +o0 nous permettent de montrer la convergence(@eversc. ., ce

loc
qui implique le Théoréme 1.1.
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2.2. Etape ll

Considérons une solutiande (1) qui vérifie les hypothéses du Théoréme L.Ze décompose ent, x) =
@ery(x — x(1)) + n(t,x — x(r)). Grace a la stabilité orbitale nous pouvons remplacer, dans I'hypothése de la
localisationH, y(¢) parx(r) ; cette localisation de(z, - + x(¢)) et la monotonie nous permettent de montrer que
u(t, -+ x(t)) est, uniformément en temps, a décroissance exponentielle.

Ainsi pour montrer le Théoreme 1.2 il suffit de montrer qu'une solutjode (4) qui est a décroissance
exponentielle et qui est orthogonalga— 83)%(,) eta(l- af)(xgoc(t)) dansL?(R), est identiquement nulle.
En supposant que ceci n'est pas vrai nous construisons une solution d’'un probléme de Liouville linéaire de la
maniére suivante : il existe une suitg de solutions de I'Eq. (4), vérifiant les conditions d’orthogonalité ci-
dessus et la propriété de décroissance exponentielle, tellg,d@e— 0 dansH(R), 1, (0) # 0. En considérant
une sous-suite normalisée dg, et en passant a la limite en nous construisons une fonctiensolution de
v — (1= 32718, Lov = B(1)d, ¢, avecv(0) = vg, OUc € R, f € C(R), et L. = —cd? + ¢ — 1 — 2¢,. Ainsi avec
le changement de fonctionst, x) = v(z, x) — (]6 B(s) ds)d, ¢, NOUS Sommes ramenés a montrer le théoreme de
Liouville linéaire suivant :

Théoreme2.3. Il existe un ensemblE tel que pour € (1, +00)\ E, Siu est solution de, — (1— af)—lachu =0,
u(0) = ug qui vérifie (u(r), (1 — 32)¢.) = (0), (1 — 32)(x¢.)) = 0, et [(u(t, x) + u?(t, x)) € dx < C ou
a >0, alorsu =0.

2.3. Etape lll

Idées de la démonstration du Théoréme 2.3. ConsidéronsA = 3, (1 — 82)~ L. et A, = €~ Ae™®, par un
changement de fonction nous obtenons une solution,de (1 — af)—lachu = 0, orthogonale au noyau
généralisé det qui est de dimension deux (voir [6]); puis nous considératis = € u(r), w(t) € HX(R);

elle est solution dew; — A,w = 0 avecw(0) = € 'u(0), et est orthogonale au noyau généralisé Alg;

ainsi w vérifie les hypothéses de la Proposition 3.1 de I'article de Miller et Weinstein [6] qui implique que
|lw(t)| 1 — 0 quand: — +oo, et par SUite|”(f)|ngc — 0. D’autre part I'équation linéaire admet une loi de

conservation (L u(t), u(t)) = (Lcug, ug), mais(L.ug, ug) = (L vo, vg) = C1|U0|iz > 0 a cause des conditions
d’orthogonalité; oL u(t), u(t)) < Czlu(l‘)lzl permet d’écrirdu(r)| 1 = |vol; 2 > 0, cette non dégénérescence
et laH! localisation de: sont en contradiction avec le fait qwa(t)lHll — 0, d’ou le résultat.
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