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Résumé

Nous montrons la stabilité asymptotique dansH1(R) de la famille des ondes solitaires de l’équation de Benjamin–Bo
Mahony. Nous obtenons ce résultat en montrant un théorème de rigidité du flot autour des ondes solitaires (un théorèm
Liouville). Pour citer cet article : K. El Dika, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Asymptotic stability of solitary waves for the Benjamin–Bona–Mahony equation. We prove the asymptotic stabilit
in H1(R) of the family of solitary waves for the Benjamin–Bona–Mahony equation. The proof is based on a Liouvill
theorem on the flow around the solitary waves.To cite this article: K. El Dika, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction et énoncé du résultat

L’équation de Benjamin–Bona–Mahony (BBM) intervient dans la modélisation de la propagation des
hydrodynamiques dans un canal peu profond (voir [1]). Elle s’écrit{

(1− ∂2
x )ut + (u+ u2)x = 0, (t, x) ∈ R × R,

u(0, x)= u0(x), x ∈ R.
(1)

Le problème de Cauchy est globalement bien posé dansH 1(R) (voir [1]), et l’équation admet pouru0 ∈ H 1(R),
deux invariants :

E
(
u(t)

) = 1

2

∫
u2(t)+ 1

3

∫
u3(t)=E(u0), (2)

m
(
u(t)

) =
∫

u2(t)+
∫

u2
x(t)=m(u0). (3)
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L’équation de BBM admet une famille d’ondes solitaires paramétrées par leur vitesse(ϕc)c>1.
Plusieurs travaux suggèrent que ces ondes solitaires jouent un rôle fondamental dans la dynamique g

cette équation, et il est donc naturel de poser la question de la stabilité de ces ondes solitaires. Il est conn
sont orbitalement stables (voir [7] ou [2]) : soitc > 1, pour toutε > 0, il existeδ > 0 tel que|u0 − ϕc|H1 < δ

implique l’existence d’une fonctionr(t) de classeC1, telle que|u(t, · + r(t))− ϕc|H1 < ε pour toutt ∈ R. Miller
et Weinstein ont montré, en suivant la méthodologie élaborée par Pego et Weinstein pour l’équation de Ko
de Vries (KdV), la stabilité asymptotique de la famille de ces ondes solitaires, pour des données initial
H 2(R)∩H 1

a (R), oùa > 0 etH 1
a (R)= {f ∈H 1(R), ea·f ∈H 1(R)}, hypothèse très restrictive d’après les aute

mêmes (voir [6]). D’autre part Martel et Merle ont montré la stabilité asymptotique des ondes solitaires d
généralisée sous-critique dans l’espace d’énergieH 1(R) (voir [5]).

En travaillant dans le même esprit que Martel et Merle, et en utilisant un résultat spectral de Miller et We
sur le linéarisé autour de l’onde solitaire, nous montrons la stabilité asymptotique dans l’espace d’énergiH 1(R)

de la famille des ondes solitaires de l’équation de BBM :

Théorème 1.1. Soitu0 ∈ H 1(R) et considéronsu(t) la solution de(1) sur R × R telle queu(0) = u0. Il existe
un ensembleE ⊂ (1,+∞) au plus dénombrable n’ayant pas de point d’accumulation(E peut être vide), tel que
∀c0 ∈ (1,+∞)\E, il existea0 > 0, tel que si|u0 −ϕc0|H1 < a0 alors on peut trouverc+∞ > 1 et une fonctionx(t)
tels queu(t, · + x(t)) converge faiblement dansH 1(R) versϕc+∞ quandt → +∞.

Remarquons tout d’abord quec+∞ est éventuellement différente dec0 pour la simple raison qu’il existe de
ondes solitaires aussi proches que l’on veut deϕc0.

Le théorème étant énoncé, il faut signaler des différences majeures dans la preuve de ce résultat par
celui de Martel et Merle concernant l’équation de KdV généralisée : la preuve du théorème de Liouville liné
complètement différente de celle de Martel et Merle (voir [4]), elle utilise le résultat spectral de Miller–Wei
sur le linéarisé autour de l’onde solitaire, et nous pensons qu’elle est plus succeptible d’être appliquée à
équations ; signalons par ailleurs que l’ensembleE qui intervient dans ce théorème est dû à l’utilisation de
résultat de Miller et Weinstein. De plus l’invariance par scaling de l’équation de KdV généralisée perm
Martel et Merle de se ramener à une équation pour la perturbation où l’opérateur linéaire est indépendant d
Ce n’est pas possible ici car l’équation de BBM n’admet pas d’invariance par scaling. Le passage du problè
linéaire au problème linéaire nécessite des techniques différentes de celles de ce même passage pour l’é
KdV généralisée à cause de l’absence d’effets régularisants pour l’équation de BBM.

Une première étape dans la preuve de ce résultat est le choix d’une décomposition deu en une onde solitair
modulée et une fonction qui reste petite dansH 1(R), u(t, x)= ϕc(t)(x − x(t))+ η(t, x − x(t)) :

Soit c0 > 1, pour tout ε > 0, il existe δ = δ(ε) > 0 telle que si|u0 − ϕc0|H1 < δ alors il existe une
fonction de classeC1 : (x, c) :R → R

2 pour laquelle les propriétés suivantes sont vérifiées pour toutt ∈ R :
|x(t)− r(t)| + |c(t)− c0|< ε, |u(t, · + x(t))− ϕc(t)|H1 < ε, u(t, · + x(t))− ϕc(t) est orthogonale à(1− ∂2

x )ϕc(t)
et à(1− ∂2

x )(xϕc(t)) dansL2(R).
Ce choix des conditions d’orthogonalité permet d’obtenir des estimations uniformes en temps sur les pa

de modulations et leurs dérivées ; par ailleurs il est crucial pour la preuve du théorème de Liouville lin
il entraîne la positivité d’un certain opérateur, et il permet de se ramener à l’orthogonal du noyau gé
du linéarisé autour de l’onde solitaire. La preuve de l’existence de cette décomposition utilise le théorè
fonctions implicites ainsi que le résultat de stabilité orbitale ; des estimations sur les paramètres de mo
utiles dans plusieurs démonstrations, découlent de l’équation deη :{

(1− ∂2
x )ηt − ∂xLc(t)η+ ct (1− ∂2

x )∂cϕc − (xt − c)(1− ∂2
x )∂x(ϕc + η)+ ∂x(η

2)= 0,

η(0, x)= η0(x), x ∈ R,
(4)

oùLc = −c∂2
x + (c − 1)− 2ϕc. Cette décomposition deu étant faite, la preuve du Théorème 1.1 se fait en t

étapes principales : dans une première étape, nous montrons la stabilité asymptotique des ondes solitaire
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en admettant le théorème de Liouville énoncé ci-dessous ; il s’agit d’un théorème de rigidité du flot aut
ondes solitaires qui dit qu’une solution de (1) qui estH 1 localisée (modulo une translation en espace) et qu
proche d’une onde solitaire dansH 1(R), est identiquement égale à une onde solitaire translatée :

Théorème 1.2. Soitu0 ∈H 1(R) et considéronsu(t) la solution de(1) sur R × R telle queu(0)= u0. Il existe un
ensembleE comme dans le Théorème1.1tel que pourc0 ∈ (1,+∞)\E, il existea1 > 0, tel que si|u0−ϕc0|H1 < a1
et s’il existe une fonctiony(t) telle que∀ε > 0, ∃Rε > 0, tel que∀t ∈ R,

∫
|x|>Rε

(u2(t, x + y(t)) + u2
x(t, x +

y(t)))dx < ε, alors il existex1 ∈ R, c1 > 1 tels queu(t, x)= ϕ(x − c1t + x1) pour tous(t, x) ∈ R × R.

Les deux autres étapes sont consacrées à la preuve de ce théorème de Liouville : nous réduisons d
problème non-linéaire à un problème de Liouville linéaire, puis nous montrons le théorème de Liouville li
Nous donnons ci-après quelques idées des preuves, pour les démonstrations en détail voir [3].

2. Indications sur les démonstrations

Le principal outil dans plusieurs démonstrations est « la monotonie-H 1» : pour une certaine fonctionψ positive
et croissante, telle queψ(x) → 1 quandx → +∞, et ψ(x) � C ex/K pour x � 0, où K > 0, et pourα > 0
définissons :

Ix0,t0(t)= 1

2

∫ (
u2(t, x)+ u2

x(t, x)
)
ψ

(
x − x(t)− x0 − α

(
x(t0)− x(t)

))
dx.

Proposition 2.1. Soitc0 > 1 il existea2 > 0, B > 0, C > 0, α > 0 et K > 0 tel que si|u0 − ϕc0|H1 < a2 alors
∀t0 ∈ R, ∀t � t0, on a: Ix0,t0(t0)� Ix0,t0(t)+C e−x0/K .

Remarque. Une propriété analogue de monotonie, pour une quantité liée à la normeL2, a été établie pour KdVg
dans [4] (voir aussi [5]).

2.1. Etape I

En admettant le Théorème 1.2 nous montrons queη converge vers 0 faiblement dansH 1(R) ; la preuve se
fait par l’absurde en construisant une solution limite qui contredit le théorème de Liouville ; en effet siη �⇀ 0
alors il existetn → +∞, c̃0 ∈ (1,+∞)\E et η̃0 ∈ H 1(R), η̃0 �≡ 0 tel queη(tn) ⇀ η̃0 dansH 1(R), c(tn) → c̃0,
considérons̃u la solution de (1) pour̃u(0) = ũ0 = η̃0 + ϕc̃0, nous décomposons alorsũ de la même manière qu
u : ũ(t, x)= ϕc̃(t)(x − x̃(t))+ η̃(t, x − x̃(t)), et nous montrons :

Proposition 2.2. Sous les hypothèses précédentes, la fonctionũ estH 1 localisée uniformément en temps auto
de x̃(t) : ∀ε > 0, ∃Rε > 0, telle que pour toutt ∈ R

∫
|x|>Rε

(ũ2(t, x + x̃(t))+ ũ2
x(t, x + x̃(t)))dx < ε.

La continuité du flot de BBM pour la topologie faibleH 1, la monotonie de la masseH 1, et le fait que∂tu ∈
H 2(R) si u ∈ H 1(R) nous permettent de montrer, pour toutt ∈ R, la convergence forte deu(tn + t, · + x(tn + t))

versũ(t, · + x̃(t)) dansH 1
loc(R). Cette propriété et la monotonie nous permettent de montrer la Proposition

Mais cette solutioñu contredit le Théorème 1.2, ce qui montre queη⇀ 0 dansH 1(R).

D’autre part en considérantEx0,t0(t)= ∫
( u

2(t,x)
2 + u3(t,x)

3 )ψ(x− (x(t)+x0+α(x(t0)−x(t)))dx nous montrons
sous les mêmes hypothèses que dans la Proposition 2.1, une propriété de monotonie de cette énergie loca
x0 < 0, pour toutt0 ∈ R, pour toutt � t0, on a :Ex0,t0(t) � Ex0,t0(t0)+ C ex0/K . Cette propriété et la convergen
forte deη(t) vers 0 dansL2

loc(R) quandt → +∞ nous permettent de montrer la convergence dec(t) versc+∞, ce
qui implique le Théorème 1.1.
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2.2. Etape II

Considérons une solutionu de (1) qui vérifie les hypothèses du Théorème 1.2,u se décompose enu(t, x) =
ϕc(t)(x − x(t)) + η(t, x − x(t)). Grâce à la stabilité orbitale nous pouvons remplacer, dans l’hypothèse
localisationH 1, y(t) parx(t) ; cette localisation deu(t, · + x(t)) et la monotonie nous permettent de montrer
u(t, · + x(t)) est, uniformément en temps, à décroissance exponentielle.

Ainsi pour montrer le Théorème 1.2 il suffit de montrer qu’une solutionη de (4) qui est à décroissan
exponentielle et qui est orthogonale à(1 − ∂2

x )ϕc(t) et à (1 − ∂2
x )(xϕc(t)) dansL2(R), est identiquement nulle

En supposant que ceci n’est pas vrai nous construisons une solution d’un problème de Liouville linéai
manière suivante : il existe une suiteηn de solutions de l’Éq. (4), vérifiant les conditions d’orthogonalité
dessus et la propriété de décroissance exponentielle, telle queηn(0) → 0 dansH 1(R), ηn(0) �≡ 0. En considéran
une sous-suite normalisée deηn, et en passant à la limite enn, nous construisons une fonctionv solution de
vt − (1− ∂2

x )
−1∂xLcv = β(t)∂xϕc, avecv(0) = v0, oùc ∈ R, β ∈ C(R), etLc = −c∂2

x + c − 1 − 2ϕc. Ainsi avec
le changement de fonctionsu(t, x)= v(t, x)− (

∫ t

0 β(s)ds)∂xϕc, nous sommes ramenés à montrer le théorèm
Liouville linéaire suivant :

Théorème 2.3. Il existe un ensembleE tel que pourc ∈ (1,+∞)\E, siu est solution deut −(1−∂2
x )

−1∂xLcu= 0,
u(0) = u0 qui vérifie (u(t), (1 − ∂2

x )ϕc) = (u(0), (1 − ∂2
x )(xϕc)) = 0, et

∫
(u2(t, x) + u2

x(t, x))e2α|x| dx � C où
α > 0, alorsu≡ 0.

2.3. Etape III

Idées de la démonstration du Théorème 2.3. ConsidéronsA = ∂x(1 − ∂2
x )

−1Lc et Aα = eα·Ae−α·, par un
changement de fonction nous obtenons une solution deut − (1 − ∂2

x )
−1∂xLcu = 0, orthogonale au noya

généralisé deA qui est de dimension deux (voir [6]) ; puis nous considéronsw(t) = eα·u(t), w(t) ∈ H 1(R) ;
elle est solution dewt − Aαw = 0 avecw(0) = eα·u(0), et est orthogonale au noyau généralisé deAα ;
ainsi w vérifie les hypothèses de la Proposition 3.1 de l’article de Miller et Weinstein [6] qui implique
|w(t)|H1 → 0 quandt → +∞, et par suite|u(t)|H1

loc
→ 0. D’autre part l’équation linéaire admet une loi

conservation :(Lcu(t), u(t)) = (Lcu0, u0), mais(Lcu0, u0) = (Lcv0, v0) � C1|v0|2L2 > 0 à cause des condition

d’orthogonalité ; or(Lcu(t), u(t)) � C2|u(t)|2H1 permet d’écrire|u(t)|H1 � |v0|L2 > 0, cette non dégénérescen

et laH 1 localisation deu sont en contradiction avec le fait que|u(t)|H1
loc

→ 0, d’où le résultat.
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