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Résumé

SoitE une courbe elliptique C. M., définie sur�Q. Considérons une famille de formes linéaires sur l’algèbre de Lie deEn, à co-
efficients dans le corps de multiplication complexe deE . Dans ce cadre, nous présentons une mesure d’indépendance liné
logarithmes, analogue aux estimations connues actuellement pour les tores (commutatifs) de type(logb)(loga)n. Ainsi, à l’ins-
tar des récentes avancées dans ce domaine (travaux d’Ably, David, Hirata-Kohno), cette mesure est optimale en la h
formes linéaires considérées (logb) et, en outre, elle est plus précise en la hauteur des points de la courbe elliptique (loga) avec
la suppression d’un terme en log loga. Pour citer cet article : M. Ably, É. Gaudron, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Diophantine approximation on elliptic curves with complex multiplication. Let E be an elliptic curve with complex
multiplication, defined over�Q. We consider linear forms on Lie(En) with coefficients in the CM field ofE . Within this
framework, we present a new measure of linear independence for elliptic logarithms in(logb)(loga)n. Like recent advances i
this domain (works by Ably, David, Hirata-Kohno), our result is best possible in terms of the height of the linear formsb)
while providing a better estimate in the height of algebraic points considered (loga), removing a term in log loga. To cite this
article: M. Ably, É. Gaudron, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Let n be a positive integer andk be a number field of absolute degreeD, assumed to be embedded intoC. Let
E be an elliptic curve defined overk and let

y2 + α1xy + α3 = x3 + α2x
2 + α4x + α6 (1)

be a Weierstrass equation forE/k with coefficients in the ring of integers ofk. This yields a projective embeddin
E ↪→ P2

k as well as a representation of the exponential map expE of E(C):

Adresses e-mail :ably@agat.univ-lille1.fr (M. Ably), Eric.Gaudron@ujf-grenoble.fr (É. Gaudron).
1631-073X/$ – see front matter 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits
réservés.
doi:10.1016/j.crma.2003.09.018
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expE : z ∈ C �→ (
x(z) : y(z) : 1

)
,

where we identified the tangent space at the origintE (C) with C in a way compatible with itsk-structure.
Let u1, . . . , un be complex numbers such thatpi := expE (ui) ∈ P2(k) (if ui is a period ofE(C), we have
pi = (0 : 1 : 0)). Besides, let us considerV a proper subspace oftEn � kn defined by independent linear equatio

bi,1z1 + · · · + bi,nzn = 0, i = 1, . . . , t,

wherebi,j is in the field End(E)⊗Z Q for 1 � i � t, 1 � j � n. We assume End(E)⊗Z Q ⊆ k.
In this Note, we present a measure of simultaneous approximation for elliptic logarithms

Λi := bi,1u1 + · · · + bi,nun,

i.e., a lower bound for max1�i�t {|Λi |}, whenE hascomplex multiplication. The parameters to take into accou
are the following:

(i) the degreeD of k;
(ii) the (absolute logarithmic) Weil heighth(V ) of V ;
(iii) the absolute value ofui and the Néron–Tate heightĥ(pi) of pi (for all 1 � i � n).

We consider some positive real numbersb, a1, . . . , an, E such thatE � e := 2,718. . . and

logb � max
{
1, h(V )

}
and ∀j ∈ {1, . . . , n}, logaj � max

{
ĥ(pj ),

(E|uj |)2
D

,
logE

D

}
. (2)

For convenience, we shall supposea1 � · · · � an (that is not a restrictive condition).
We are now in position to state our result.

Theorem 0.1. Let us assume thatE has complex multiplication. There exists a constantc > 0, depending only on
n, E and on its Weierstrass model(1), having the following property.

– If, for all i ∈ {1, . . . , t}, Λi = 0 then there exists an abelian subvarietyA of En, of dimensiong, such that
(a) (u1, . . . , un) ∈ tA(C); (b) tA + V �= tEn and whose geometric degreedegA, relative to the embeddin
En ↪→ (P2

k)
n, satisfies inequality(5).

– In the other case, when there existsi ∈ {1, . . . , t} such thatΛi �= 0, we have the lower bound fo
logmax1�i�t {|Λi |} given by inequality(6).

While being best possible in terms of the height ofV , the conclusions of this theorem are also sharper in
parametersai ’s than the previous estimates [1,3,4,6] because there is no longer a supernumerary (polynom
in log+ log(a1 · · ·an).

The demonstration rests on Baker’s method as developped by Philippon and Waldschmidt in [9]. To
these estimates, three steps of the proof have been modified (see French version). As is usual nowadays i
of problems, we work with the algebraic groupGa × En instead ofEn only. To construct the auxiliary polynomia
we use a new idea by David and Hirata-Kohno (see [4]) based on an absolute Siegel lemma (Lemma 4
see also §2.1 of the French version). That allows us to get rid of the height of aQ-basis ofk (or, equivalently, the
absolute discriminant ofk) from (6). We include into this step the Lagrange polynomial on the affine partGa to
slow down the growth of the auxiliary function (see [1,2] and also formula (7)). Besides, from the “ration
assumption onV , we can give very sharp ultrametric estimates for some Taylor coefficients arising fro
auxiliary polynomial. Lastly, we make use of an analytic extrapolation on points

(s, sp1, . . . , spn) ∈ (
Ga × En

)
(k) with s ∈ End(E), ‖s‖ � S.

The hypothesis of complex multiplication is used here and it yields a Schwarz exponent inT S2 (T = order of
derivation) instead ofT S (refer to [1,8] to see how this trick can be used).
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1. Énoncé du résultat

Soientn un entier naturel non nul etk un corps de nombres, de degréD = [k : Q] sur Q, que l’on considère
plongé dansC parσ0. SoitE une courbe elliptique, définie surk, munie d’un modèle de Weierstrass

y2 + α1xy + α3 = x3 + α2x
2 + α4x + α6, (3)

à coefficientsαi entiers algébriques. Nous disposons ainsi d’un plongement projectifE ↪→ P2
k et d’une

représentation de l’exponentielle expE deE(C) :

expE : z ∈ C �→ (
x(z) : y(z) : 1

)
,

où nous avons identifié l’espace tangent à l’originetE (C) avecC d’une façon compatible avec sak-structure.
Soientu1, . . . , un des nombres complexes tels quepi := expE (ui) ∈ P2(k) (avec les précautions d’usage : siui

est une période deE(C) alors expE (ui)= (0 : 1 : 0)). Nous désignerons parĥ(pi) la hauteur de Néron–Tate depi .
Considéronsa1, . . . , an, E des nombres réels tels que

E � e et∀j ∈ {1, . . . , n}, logaj � max

{
ĥ(pj ),

(E|uj |)2
D

,
logE

D

}
. (4)

Parcommoditéde présentation du théorème, nous supposerons quea1 � a2 � · · · � an (ce qui est toujours possib
après permutations des indices).

Soient 1� t � n un entier naturel et(bi,j )1�i�t, 1�j�n une matricet × n à coefficients dans le corps d
endomorphismes End(E) ⊗ Q de E et de rang (maximal) t . Quitte à étendrek, on peut supposer qu’il contien
End(E)⊗ Q. SoitV le sous-espace detEn � kn, de codimensiont , défini par les équations

bi,1z1 + · · · + bi,nzn = 0, i = 1, . . . , t.

L’hypothèse sur les coefficientsbi,j signifie queV est l’algèbre de Lie d’une sous-variété abélienne deEn,
autrement dit queV est rationnel. Nous désignerons parh(V ) la hauteur (logarithmique absolue) de Weil
V et par logb un majorant de max{1, h(V )}. Nous posonsΛi := bi,1u1 + · · · + bi,nun.

Notre résultat est le suivant :

Théorème 1.1. Supposons que la courbe elliptiqueE admette unemultiplication complexe. Alors il existe une
constantec > 0, dépendant seulement den, E et du modèle de Weierstrass(3) choisi, ayant la propriété suivante

– Si, pour touti ∈ {1, . . . , t}, on aΛi = 0 alors il existe une sous-variété abélienneA deEn, de dimensiong,
telle que(a) (u1, . . . , un) ∈ tA(C) ; (b) tA + V �= tEn et dont le degré relatif au plongementEn ↪→ (P2

k)
n est

majoré:

degA � c

(
D

logE

)g(
1+ D

logE
log

(
1+ D

logE

))
×

g∏
j=1

logaj . (5)

– Dans le cas contraire, s’il existei ∈ {1, . . . , t} tel queΛi �= 0, on dispose de la minoration(de formes linéaires
simultanées de logarithmes) suivante:

log max
1�i�t

{|Λi |
}

� −c
{(

D

logE

)n(
1+ D

logE
log

(
1+ D

logE

))
×

n∏
j=1

logaj

}1/t

×
{
D logb+ log

(
E + max

1�i�n

{|ui |}
)

+ log max
1�i�n

{
1,

1

|ui |
}}
. (6)
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À la manière de [6], on peut paraphraser cet énoncé en des termes plus géométriques : soientu un logarithme
d’un pointk-rationnel deEn (de composantesu1, . . . , un) etV l’algèbre de Lie d’une sous-variété abélienne deEn
(de codimensiont). Si u ∈ V (C), la conclusion est la même que le premier point du théorème (et en parti
le majorant du degré deA ne dépend pas deV ), et le second point donne une minoration de la distance enu
etV (C).

2. Ingrédients de la démonstration

Le schéma de la preuve du théorème s’inscrit dans le cadre de laméthode de Baker, telle qu’elle a été élaboré
dans ce contexte par Philippon et Waldschmidt [9]. Généralement, il comporte six étapes :

(1) Un « conditionnement » des données de départ.
(2) Un choix préliminaire des paramètres pour tenir compte, dans la preuve même, du sous-groupe « obs

A (celui de la première partie de l’énoncé), sous-groupe qui apparaît dans les inégalités du type de
lemme de zéros [7].

(3) La construction d’un polynôme auxiliaireP (à coefficients algébriques et de petite hauteur) dont la restri
au groupe s’annule en certains multiples dep le long du sous-espaceV à certains ordres.

(4) Une majoration aux places finies d’un élémentα de k, construit comme coefficient de Taylor à partir deP
composé avec l’exponentielle du groupe.

(5) Des majorations de même type, mais aux places infinies, deα avec une borne très précise à la placeσ0, obtenue
à l’aide d’un « lemme de Schwarz approché ». C’est à cet endroit de la preuve que laméthode de Bakerest
particulièrement décisive.

(6) Avec les étapes précédentes, si la distance deu àV est « trop petite », on démontre queα est nul (formule du
produit) puis on déduit une contradiction en utilisant à nouveau le lemme de zéros [7].

Le théorème comprend trois hypothèses – le groupe algébrique est une puissance d’une courbe ellipti
courbe est avec multiplication complexe et le sous-espace est rationnel – qui permettent d’apporter une
spécifique aux estimations des étapes (3), (4) et (5), à condition de modifier légèrement les données
(étape (1)) de la manière suivante.

Soit G le groupe algébriqueGa × En, plongé dansP1
k × (P2

k)
n. Posonsu := (1, u1, . . . , un) ∈ Cn+1 et

considéronsW := tGa ⊕ V . La distance deu à W est aussi la distance de(u1, . . . , un) à V et il suffit d’établir
le théorème avec ces données.

2.1. Construction du polynôme auxiliaire

Cette construction consiste d’une part à choisir surGa une famille (C-libre) de polynômes de type Lagrange

"R(X)
% :=

∏
x∈O\{0}
‖x‖�R

(
X+ x

x

)%
, R > 0, % ∈ N, (7)

oùO est l’anneau des entiers de End(E)⊗ Q que l’on identifie à un réseau deR2 (muni de sa norme euclidienn
‖ · ‖) comme cela a déjà été mis en œuvre par le premier auteur [1]. Ces polynômes ont l’avantage d
plus « lentement » que les monômes usuels tout en restant « raisonnable » du point de vue de leur c
arithmétique ; le Théorème 2.1 de [2] précise les guillemets de cette affirmation. D’autre part, pour la cons
proprement dite du polynôme auxiliaire, nous utilisons le lemme de Siegel « absolu » suivant, dû à D
Philippon.
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Lemme [5]. SoientN un entier naturel etF ⊆ QN+1 un sous-espace vectoriel non nul, de hauteur(logarithmique
absolue) de Schmidth(F ). Alors il existe un élémenty ∈ F \ {0} de hauteur� (h(F )/dimF)+ logdimF .

Cette technique a été introduite très récemment dans ce contexte par David et Hirata [4]. Elle perm
débarrasser de la hauteur d’uneQ-base du corps de nombresk, qui apparaît par exemple dans les mesures d
lorsqu’on utilise le lemme de « petites valeurs », dit de Thue–Siegel. Il faut noter que l’estimation de la hautfinie
(i.e. la somme restreinte aux places ultramétriques) du sous-espaceF que nous considérerons nécessite le lem
arithmétique du paragraphe suivant.

2.2. Amélioration arithmétique

Cette partie n’utilise que l’hypothèse de rationalité du sous-espaceV (ou W ), à travers l’hypothèse sur le
coefficients de la matriceM ci-dessous. En notantZ l’anneau des entiers algébriques et(z1, . . . , zn) l’idéal maximal
deC[[z1, . . . , zn]] engendré par leszi , le lemme-clef peut s’énoncer de la manière suivante.

Lemme 2.1. SoitP ∈ Z[X1, Y1, . . . ,Xn,Yn] et posons

F(z)= P(x(z1), y(z1), . . . , x(zn), y(zn))

y(z1)D1 · · ·y(zn)Dn
,

où z = (z1, . . . , zn), (x(z), y(z)) sont les coordonnées sur la courbe elliptique définies par(3) et, pour tout
i ∈ {1, . . . , n}, Di est le degré partiel deP relatif au couple de variables(Xi, Yi). SoitM une matricen× n à
coefficients dansEnd(E). Supposons queF(Mz) ∈ (z1, . . . , zn)

T pour un certain entierT � 0. Alors le polynôme
de Taylor d’ordreT deF(Mz) appartient àZ[z].

La preuve de ce lemme repose sur le même type d’argument que [4], lié aux techniques de calculs « form
le complété formel (le long de la section nulle) de la courbe elliptiqueE (voir Chapitre 4 de [10]). Elle est fondé
sur le changement de variablet = − x

y
, s = − 1

y
et la loi d’addition formelle associée au modèle de Weierstras

la courbe elliptique, dont les coefficients appartiennent àZ (par choix desαi ).

2.3. Raffinement analytique

Dans ce paragraphe, nous n’utilisons que l’hypothèse de multiplication complexe. Elle intervient à tra
nombrede points de l’ensemble{(s, sp1, . . . , spn); s ∈ End(E), ‖s‖ � S} avec lequel nous effectuons l’extr
polation, qui est de l’ordre1 deS2. Cela permet d’avoir un exposant de Schwarz de l’ordre deT S2 (ici T est l’ordre
de dérivation) dans la formule d’interpolation pour des réseaux (cf. Lemme 3.3 de [1]). Des détails supplémentair
sont fournis dans [1,8].
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1 On notera que l’ajout du facteurGa se justifie ici – au moins techniquement – en éliminant la possibilité pour cet ensemble d’être
petit », comme cela eût été le cas par exemple si lespi étaient nuls (i.e. égaux à(0 : 1 : 0) dansP2) !
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