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Résumé

Dans ce travail, considérant I'opératgut.aplace, nous établissons tout d’abord un résultat d’existence et de régularité d’'un
probléme d’optimisation de forme. A partir d’un résultat de monotonie, nous montrons I'existence d’une solution d’un probléme
intérieur a frontiére libre pour une famille de constantes de Bernoulli. Et nous donnons une estimation optimale de la borne

supérieure pour la constante de Bernotiur citer cet article: I. Ly, D. Seck, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003).
O 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Estimation of the Bernoulli constant in the interior problem with a free surface for the p-Laplacian. In this Note,
considering they-Laplacian operator, we first establish an existence and regularity result for an optimisation problem of form.
From a monotony result we show the existence of a solution to the interior problem with a free surface for a family of Bernoulli
constants; we also give an optimal estimation for the upper bound for the Bernoulli cofieteit¢.thisarticle: 1. Ly, D. Seck,

C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 337 (2003).
O 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Dans cette Note nous étudions d’une part le probleme suivant : trouver un dofha@&hnene fonction:; tels
que
_ au
—Apup =0 dansK\2,1<p<oo, ug=1 surd2, up=0 surdk, 8—9 =c surd2, (1)
Vv
ol ¢ est une constante strictement positivest la normale intérieure@ et K un domaine borné de clasééde
R¥ contenant?.
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En fait dans [1], en considérant le laplacien, Flucher et Rumpf ont posé le probleme suivant :Ksaient
domaine borné connexe &t* une boule tels que veK) = vol(K*). Soitcx (respectivementg+) la plus petite
constante pour laquelle (1) admet une solution en considé&r@espectivemenk *). A-t-onckg > cx* ?

Dans [2] en considérant le-laplacien, Henrot et Shahgholian ont étudié la question mais n’ont pas répondu a
la question posée M. Flucher et M. Rumpf. En combinant une approche variationnelle et une méthode séquentielle
nous établissons un résultat d’existence de domaine non nécessairement convexe. Nous terminons par ur
comparaison entrex etcgx.

2. Résultat principal

SoientK* une boule de centre 'origine et de ray&a, K un domaine borné, étoilé par rapport a I'origine et
de class€?. On définit le réeke(Rg, p, N) par :

a(Rg, p,N) := RiK Sip=N,
[(p = N)/(p =~ D) 1
(P = /(N = D)VVN=P) — ((p = 1)/ (N — 1) P~ D/ V=P)| Rg

OURg =SUPR >0:B(o,R) CK}.
Soit€ I'ensemble défini paf := {ck: vol(K) = vol(K*)}, olck est la plus petite valeur telle que le probléeme
(1) admet une solution.

a(Rg, p,N) := Sip#N,

Théoréme 2.1. Si £2, solution du probléme d’optimisation de formen{J (w), w € O.} est de class€? alors
pour toute constante vérifiant: ¢ > a(Rg, p, N), £2 est I'unique solution classique du probléme a frontiére
libre (1). De plus:

(i) La constanteg vérifieO < cx <a(Rg, p, N).

(i) Enremplagantk par K*, la constantecg+ qui est la plus petite valeur telle que le proble¢admet une
solution, vérifie cx+ = a(R1, p, N) et0 < cx+ < a(Rg, p, N).
On a aussix(Rg, p, N) = max&.

3. Résultatsauxiliaires

Proposition 3.1. Le probléme « trouver§2 appartenant &, tel queJ (£2) = min{J (w), w € O} » posséde une
solution.

Pour la définition de la fonctionnelle de forme cf. [3]. Dans toute la suite, on supposefa esiede classé?
pour pouvoir dériver aisément par rapport au domaine.

Proposition 3.2. Sif2 est solution du probléme d’optimisation de formm{J (w), w € O} alorsil exister, > 0
tel quedu/dv = (pL_lxg)l/P suros.

On a le résultat de monotonie qui se démontre par le principe du maximum cf. [4].
Proposition 3.3. On suppose que K est étoilé par rapport & 'origine. Soi@itet £2, deux domaines distincts

étoilés par rapport a I'origine solutions du probléme d’optimisation de fofwiéw), w € O} tels ques2; C
£2, etd§21 N 3822 # . Alors I'application qui &s2 associely, est décroissante c’est a dire qg, > Ag,.
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Preuve du théoreme principal 2.1. Soitr > 0 tel queB(o, r) C B(o, Rk). On cherche d’abord une solutiag
du probléme :

—Apu=0 dansBg, \ B, u=0 surdBg,, u=1 surdB, 2
uo est déterminé explicitement par

Infxll —InRg e [P=N/ =D . gP=N)/(p=D)
o) = =R g N g = ] g

= Si N. 3
Inr —InRg R;(P—N)/(P—D — r(p=N)/(p-1) P# 3)

Soit ¢ une constante strictement positive. OffVarg|| > ¢ sura B, pourr suffisamment petit. Soit, la solution
du probléme aux limites suivant :

—Ap,u=0 dansk \ B,, u=1 SurdB,, u=0 surdk. 4)
Par le principe de comparaison cf. [4], on & @ < 1 et O< u, < 1. Surd(Bg, \ Br), Onau, > ug etd’aprés [4],
on au, > ug dansBg, \ By, d'oU || Vu, | < [|Vuol| SurdB,.
3.1. Casolp =N

Vuolljas, = m =g(r), Vr €]0, Rg[, g(r) est decroissante strictement $0r Rk /e[ et strictement
croissante SufRk /e, Rk [ doncVr € 10, Rx[: [[Vuolljss, = §(Rk/e) =e/Rk.

(1) Pourc = e/Rg, soit § > 0 fixé aussi petit que I'on veut. Pour initialiser on prerde 10, Rx /e[ U
IRk /e, Rk [ tel que||[Vuolljas,, — ¢l > 6.

Pour fixer les idées faisons le raisonnement en considésan}O, Rk /e[. Pour le cas deg € |Rk /e, Rk [, la
démarche sera identique.

En faisant varier dans le sens croissant, on arrivera a une étape qu’on notetplde que

Rk
p € o,7 et||[Vuolljss,, — c| <.

Posons
O, = {w, w €O, B, Cw, 9B, Ndw #Y, et vol(w) = Vo},
ou Vp est une constante strictement positive, fixée. On cheixhe), tel que

—Apu=0 dansk\£2, u=1 surd2; u=0 surdk,

9 1/p
a_ < 4 m) =co SUrdf. (5)
av p—1
Le probleme (5) admet une solution. OW2ac O, doncB,, C §2 etdB,, N 352 # . u,, vérifie
—Apu,, =0 dansk \ B;,, ur, =1 SurdB,,, u,, =0 sSurdk. (6)

Par le principe de comparaison [4], on &y, <1 et O0<u < 1. Surd(K \ By,), on au,, < u. Comme
92 N 3B, # ¥, Soitxg € 92 N 3B,,, ONn aag‘%(xo) > %(xo) = cp. Posons2 = §2p. On itére en cherchant
21 € O} tel que

—Apu1=0 dansk \ 21, ui=1 surdsy, u1=0 surdk,

duy p 1/p
—=(——A = Suros2q. 7
av (p -1 Ql) €2 ! (7)

(’),} ={w, weO, 20CwCBr,, etdw N IB,, # ¥, vol(w) = V1}, V1 est une constante strictement positive
(Vo < V1).
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Par le méme raisonnement que ci-dessus, on co%m(txl) = %‘—’Ul(xl) =cp, OUx1 €321NIB,,.
On continue le méme principe jusqu’ a un rangue I'on determinera. Donc orcg, > co; > ¢, = -+ 2> coy.-
Comme surd B, on a|Vu,,| < |[Vugll, k est choisi de telle sorte que : en un poigte 9B,,, on ait
d
Cy < #(SO) < Cu_1- Donc

e o oup e
Cco — — < —2 -
S h av RK

La suite (ce;)0gj<k) €st décroissante et minorée, donc elle est convergentd, saitimite. On a a la limite
I =e/Rg et il existes2 solution du probleme (1) et la suit&2;) o< j<x) donne une bonne approximation ge
L'unicité de 2 est assurée par le résultat de monotonie.

(2) Pourc > e/Rg etr €10, Rg /e[ U 1Rk /e, Rk [. Par le méme raisonnement que précédemment, on arrive a
montrer que le probléme (1) adment une unique solution.

e
(SO) - E g CQu1—

3.2. Casolp #N

La aussi le raisonnement est identique au gas N. Prouvons a présent les assertions (i) et (ii) du Théo-
réme 2.1. D’apres ce qui précéde<Q@x < (R, p, N). Si K est une boule de rayaR, par un calcul explicite
cxk = a(R, p, N) et pour tout O< ¢ < cg le probléme (1) n'admet pas de solution. Pour ce qui est du (i), soient
K* = B(o, R1) et K c RV étoilé par rapport & I'origine o tel que (@) = vol(K*). Alors

Rx < R1 etdonc «a(R1,p,N) <a(Rg,p,N), cg+=a(R1,p,N).

La suite (@(Rk, p, N))x est minorée park- et est décroissante dans le sens : pour ®ukK’ : vol(K) =
vol(K*) = vol(K') si Rg < R} alors a(Ry, p,N) < a(Rg, p,N) donc la suitea(Rg, p, N) converge
verscg«. 0O
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