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ÉQUIVALENCES RATIONNELLE ET NUMÉRIQUE
SUR CERTAINES VARIÉTÉS DE TYPE ABÉLIEN

SUR UN CORPS FINI

PAR BRUNO KAHN

RÉSUMÉ. – Nous prouvons que siX est une variété projective lisse “de type abélien” sur un corps
k pour laquelle la conjecture de Tate est vérifiée (par exemple un produit de courbes elliptiques,
Spieß), l’équivalence rationnelle égale l’équivalence numérique surX. La démonstration utilise des idées
Soulé, le théorème de semi-simplicité de Jannsen et un résultat d’Yves André et de l’auteur, inspir
résultats de S.I. Kimura sur les motifs de Chow de dimension finie. Nous en tirons quelques conséq
parmi lesquelles : les conjectures de Lichtenbaum sont vraies pourX, le groupe de Chow de codimension2
deX est de type fini, la conjecture de Beilinson–Soulé vaut en poidsn pour le corps des fonctionsK deX
pourvu quen � 2 ou quedimX � 2, la conjecture de Gersten vaut pour les anneaux de valuation dis
de corps résiduelK.

 2003 Elsevier SAS

ABSTRACT. – We prove that ifX is a smooth projective varietyX “of abelian type” over a finite field
k for which the Tate conjecture holds (e.g. a product of elliptic curves [Math. Ann. 314 (1999) 285–
rational and numerical equivalences agree onX. The proof uses Soulé’s ideas [Math. Ann. 268 (1984) 3
345], U. Jannsen’s semi-simplicity theorem [Invent. Math. 107 (1992) 447–452], and a result of Y.
and the author [Rend. Sem. Math. Univ. Padova 108 (2002) 107–291] inspired by S.I. Kimura’s res
finite-dimensional Chow motives [J. Alg. Geom., à paraître]. We give some consequences, among
the conjectures of Lichtenbaum [Lect. Notes in Math., Vol. 1068, Springer, 1984, pp. 127–138, §7
true for X, the second Chow group ofX is finitely generated, the Beilinson–Soulé conjecture hold
weightn for the function field ofX providedn � 2 or dimX � 2, Gersten’s conjecture holds for discre
valuation rings with residue field such a function field ifdimX � 2.

 2003 Elsevier SAS

Introduction

Soientk un corps fini de caractéristiquep et G = Gal(k̄/k). Dans un article séminal [57
th. 4 i)], Soulé démontre que pour toute variété projective lisseX de dimension� 3 et “de type
abélien” (par exemple une variété abélienne ou un produit de courbes), l’application “cla
cyclel-adique”

CHi(X)⊗Ql→H2i
(
X̄,Ql(i)

)G
(∗)

est bijective pour tout nombre premierl �= p et tout i � 0. Ceci est un cas particulier de de
conjectures fondamentales en géométrie arithmétique : la conjecture de Tate [61] (surj
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de (∗)) et la conjecture de Beilinson [3, 1.0]1 (injectivité de (∗)). La démonstration consiste
à considérer la décomposition motivique deX pour se réduire au théorème de Tate sur les
endomorphismes de variétés abéliennes [62] et à l’hypothèse de Riemann surk (Deligne [11]).
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La conjecture de Tate est maintenant démontrée pour un bon nombre de variétés abélie
k (voir ci-dessous). La situation est différente pour la conjecture de Beilinson, qui n’est c
grosso modo qu’en codimension1 (où elle est triviale) ; elle est d’ailleurs utilisée par Soulé d
ce cas pour obtenir (∗). Dans le présent article, nous utilisons une idée nouvelle de S.I. Ki
[39] pour la démontrer en toute codimension dans un certain nombre de cas nouveaux.

Plus précisément, notantA(k) = A la catégorie des motifs de Chow surk à coefficients
rationnels :

DÉFINITION 1. – a) SoitB(k) l’ensemble des classes d’isomorphismes dek-variétés projec
tives lisses dont le motif de Chow est dans la sous-catégorie épaisse rigideAab deA engendrée
par les motifs d’Artin et les motifs de variétés abéliennes (ou de courbes, c’est la même c

On dit queX estde type abéliensiX ∈B(k).
b) SoitBtate(k)⊂B(k) le sous-ensemble des variétésX vérifiant la conjecture de Tate (po

un nombre premierl �= p donné : cela ne dépend pas del, cf. [62, Th. 2.9] puisque Frobeniu
opère de manière semi-simple sur la cohomologiel-adique deX , voir lemme 1.9 ci-dessous).

Exemples1. – a)B(k) contient l’ensembleA(k) défini dans [57, 3.3.1].
b) Btate(k) contient lesX ∈B(k) avecdimX � 3 (Soulé, voir ci-dessus) et les produits

courbes elliptiques (Spiess [59]).
c) Milne a démontré que la conjecture de Hodge pour les variétés abéliennes complexes

CM implique la conjecture de Tate pour les variétés abéliennes surk [51]. Inconditionnellement
les résultats de [52] montrent qu’on peut prouver la conjecture de Tate pour “beauco
variétés abéliennesA surk. C’est le cas si l’algèbre des “cycles de Tate” deA est engendrée e
degré1, par réduction au théorème de Tate [62]. C’est ainsi que Spiess démontre la conjec
Tate pour les produits de courbes elliptiques. D’autres exemples sont les puissances de
abéliennes simples “de type K3” de Zarhin [66] ou “presque ordinaires” de Lenstra et Z
[41], cf. [52, A.7, exemples]. Pour un exemple où cette condition n’est pas vérifiée ma
néanmoins la conjecture de Tate est démontrée, voir [52, ex. 1.8].

Dans cet esprit on a également l’important résultat suivant d’Yves André [1] : tout cyc
Tate sur une variété abélienne surk est “motivé”.

d) Un exemple amusant de nature très légèrement différente est celui d’une hypersu
Fermat

X : Xm0 + · · ·+Xmd+1 = 0

oùm est tel queqν ≡−1 (modm) pour unν convenable (Tate, Katsura et Shioda, [61,37]).

THÉORÈME 1 (cf. th. 1.10). – Pour toutX ∈Btate(k), l’équivalence rationnelle est égale
l’équivalence numérique(à coefficients rationnels) surX .

Dans [33], nous avons montré que la conjonction des conjectures de Tate et de Be
a des implications considérables. Dans cet esprit, nous tirons les conséquences suiv
théorème 1. SoientX ∈Btate(k), d= dimX etK = k(X).

COROLLAIRE 1 (cor. 3.10). –Les conjectures de Lichtenbaum[43, §7]sont vraies pourX .

COROLLAIRE 2 (th. 4.5). – Pour tout ouvertU deX , les groupesH0(U,K2), H1(U,K2) et
H2(U,K2) =CH2(U) sont de type fini. Le groupeK3(K)ind est égal àK3(k).

1 Mais aussi de Lichtenbaum en conjonction avec la conjecture de Tate,cf. [43, §7, 7)].

4e SÉRIE– TOME 36 – 2003 –N◦ 6



VARIÉTÉS DE TYPE ABÉLIEN SUR UN CORPS FINI 979

Pour obtenir les corollaires 1 et 2, nous prouvons des résultats plus précis faisant intervenir
une nouvelle cohomologie introduite par Lichtenbaum [44] (corollaire 3.8).
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COROLLAIRE 3 (cor. 2.5). –La conjecture de Beilinson–Soulé est vraie en poidsn pourK
pourvu quen� 2 ou qued� 2.

À ma connaissance, ce sont les premiers exemples non triviaux (au-delà de la dimen1)
où cette conjecture est explicitement démontrée. Toutefois, pourd= 2 ou pourn= 2, d= 3, les
résultats de [57] suffiraient (voir [57, th. 4 iii)] et la démonstration du corollaire 2.5).

COROLLAIRE 4 (th. 4.6). –Sid= 2, on a des isomorphismes canoniques pour toutn� 0(
KM
n (K)⊕

⊕
0�i�n−1

H2i−n−1(K, (Q/Z)′(i)
))

⊗Z(2)
∼−→Kn(K)⊗Z(2)

où

(Q/Z)′(i) = lim
−→

(m,cark)=1

µ⊗im .

Les facteurs⊗Z(2) proviennent du fait que nous utilisons la conjecture de Milnor prou
par Voevodsky [64] (noter que l’homomorphisme lui-même n’est pas défini avant
tensorisation) ; on pourrait les supprimer si la conjecture de Bloch–Kato était entièr
démontrée. Si l’on fait “tendrek vers l’infini” dans le théorème 4, on obtient une confirmat
partielle d’une conjecture de Suslin [60, conj. 4.1 et note] : si un corpsF contient un
corps algébriquement closF0, K∗(F ) est engendré multiplicativement parK1(F ) et K∗(F0)
(corollaire 4.7 et remarque 4.8). Ce résultat est faux en caractéristique zéro d’après de Je

COROLLAIRE 5 (cor. 2.6). –Supposonsd= 2, et soitA un anneau de valuation discrète
corps des fractionsE et de corps résiduelK . Alors la conjecture de Gersten est vraie pour
K-théorie algébrique deA : pour toutn� 0, la suite

0→Kn+1(A)→Kn+1(E)→Kn(K)→ 0

est exacte.

La démonstration du théorème 1 utilise trois ingrédients de manière essentielle : le fait
conjecture de semi-simplicité est vraie pour la cohomologiel-adique deX , la semi-simplicité
de la catégorie des motifs modulo l’équivalence numérique due à Jannsen [26] et un raffi
d’un résultat de Kimura [39, prop. 7.5] dû à André et à l’auteur [2, prop. 9.1.14]. La tech
de démonstration, quant à elle, remonte à Soulé [57] via Geisser [16].

Le corollaire 1 se déduit du théorème 1 de manière relativement classique [48,49] ; tou
l’introduction de la cohomologie de Lichtenbaum mentionnée ci-dessus simplifie bien les c
Il faut un peu d’effort pour déduire la version “globale” des conjectures de Lichtenbaum d
version localisée en chaque nombre premier : à cet égard, le lemme 3.9 est fort utile.

Le corollaire 3, quant à lui, se déduit assez facilement du résultat de Geisser selon
la conjugaison des conjectures de Tate et de Beilinson implique la conjecture de Parscf.
corollaire 2.2).

La méthode de démonstration du théorème 1 et du corollaire 1 conduit à de no
formulations des trois conjectures dont nous avons démontré l’équivalence dans [35, th
voir théorème 5.2.

Cet article est construit comme suit. Au §1, nous démontrons le théorème 1. Da
paragraphes suivants, nous “tirons les marrons du feu” : cette opération demande à l’o
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le port de gants ignifuges. Comme indiqué ci-dessus, les conséquences que nous donnons sont
toutes des cas particuliers de conséquences des trois conjectures équivalentes de [35, th. 3.4],
dont beaucoup ont été déjà dégagées dans [33] : nous nous sommes efforcé de rédiger les
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Au §2 nous donnons les conséquences les plus immédiates du théorème 1, d
corollaires 3 et 5. Au §3, nous introduisons la cohomologie de Lichtenbaum (à coefficient
les complexes de cycles de Bloch), étendons les classes de cycles motiviquesl-adiques de [35
(l �= p = cark) en des classes émanant de la cohomologie de Lichtenbaum motivique e
truisons une classe de cyclep-adique correspondante ; nous démontrons ensuite leur bijec
pour X ∈ Btate(k). Nous en déduisons le corollaire 1 et des propriétés de finitude po
cohomologie motivique de Lichtenbaum, meilleures que pour la cohomologie motivique
(et conjecturées par Lichtenbaum dans [44, introduction] pour toute variété projective
Nous en déduisons aussi une formule pour le conoyau de l’application “classe de cyclel-adique
entière”CHn(X)⊗Zl→H2n

cont(X,Zl(n)) (corollaire 3.12). Enfin, dans le §5, nous investigo
la mesure dans laquelle les méthodes de cet article pourraient rapprocher l’échéance d
monstration des conjectures indiquées.

Une partie substantielle du travail de Kimura sur lequel nous nous appuyons a été o
indépendamment par Peter J. O’Sullivan (communication personnelle à André et à l’au
notamment la notion de dimension finie au sens de Kimura (semi-positivité dans sa termin
et le fait que le motif de Chow d’une variété abélienne est de dimension finie au sens de K
Il n’obtient par contre pas le théorème de nilpotence de Kimura, ni a fortiori la proposition

Les lignes ci-dessus soulignent la dette que j’ai envers les travaux antérieurs apparaiss
la bibliographie : ils sont trop nombreux pour être cités dans le détail. En particulier, il aura
doute été possible de rédiger les §§3–5 en termes de cohomologie motivique étale sans
de Geisser [17], mais les résultats auraient été plus désagréables à énoncer et les démo
plus compliquées.

Je remercie Yves André, Thomas Geisser, Hélène Esnault, Ofer Gabber, Stephen L
baum, Christophe Soulé et Eckart Viehweg pour des commentaires pertinents sur la pré
de ce texte ; en particulier T. Geisser pour avoir attiré mon attention sur le problème soule
3.2.1, et C. Soulé pour m’avoir encouragé à ne pas me limiter aux produits de courbes ellip
D’autre part, c’est avec Y. André que j’ai dégagé dans [2] la proposition 1.5 ci-dessous, r
clé sur lequel repose tout ce travail. Enfin, je remercie le rapporteur pour des commentaire
permis d’améliorer l’exposition.

1. Équivalence rationnelle et équivalence numérique

SoientA la catégorie des motifs de Chow surk à coefficients rationnels et̄A la catégorie de
motifs purs surk modulo l’équivalence numérique, également à coefficients rationnels :
dernière est abélienne semi-simple d’après [26]. On a un foncteur plein

A→Ā,
M 
→ M̄.

Pour tout objetM deA ou Ā, on noteFM l’endomorphisme de Frobenius deM . Pour toute
k-variété projective lisseX , on noteh(X) (resp.h̄(X)) le motif deX dansA (resp.son image
dansĀ).

Remarque1.1. – Comme Voevodsky, nous adoptons la convention que le foncteurX 
→ h(X)
estcovariant, et non contravariant comme il est d’usage plus traditionnellement. Nous n
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aussiM ⊗L=M(1) au lieu de

M ⊗L=M(−1),

s
n
al).

ontient

sur un

la
oùL est le motif de Lefschetz (h(P1) = 1⊕L). Avec ces conventions, on a

CHn(X)⊗Q=A
(
h(X),Ln

)
et CHn(X)⊗Q=A

(
Ln, h(X)

)
pour toutek-variété projective lisseX , ainsi queh(X)∨ = h(X)(−dimX).

Notation 1.2. – On noteAab la plus petite sous-catégorie épaisse (i.e. stable par somme
directes et facteurs directs) deA contenant les objets du typeh(AL), où L est une extensio
finie dek etAL une variété abélienne surL. Elle est rigide (stable par produit tensoriel et du

Rappelons la définition suivante [39] :

DÉFINITION 1.3. –Un objetM ∈A estde dimension finie au sens de Kimuras’il existe une
décompositionM �M+ ⊕M− et deux entiersm,n� 0 tels queΛm+1M+ = Sn+1M− = 0.

On a :

THÉORÈME 1.4 (Kimura [39, th. 4.2, cor. 5.11, prop. 6.9]). –La sous-catégorie pleineAkim

deA formée des motifs de dimension finie au sens de Kimura est épaisse et rigide. Elle c
Aab.

La proposition suivante est directement inspirée de [39, prop. 7.5]. Sa preuve repose
calcul très technique qu’il est impossible de résumer ici (cf. [2, prop. 7.2.7]).

PROPOSITION 1.5 ([2, prop. 9.1.14]). –SoitM ∈Akim. Alors le noyau de

A(M,M)→Ā(M̄, M̄)

est un idéal nilpotent.

LEMME 1.6. – SoitN ∈Akim. Supposons quēN soit simple et queFN̄ �= 1. Alors

A(1,N) = 0.

Démonstration. –SoitP ∈Q[T ] le polynôme minimal deFN̄ : commeĀ(N̄ , N̄) est uneQ-
algèbre à division,P est un polynôme irréductible, différent deT − 1 par hypothèse. D’après
proposition 1.5, il existen > 0 tel queP (FN )n = 0. Soit f ∈ A(1,N). Alors FNf = f , d’où
P (1)nf = 0 etf = 0. ✷

PROPOSITION 1.7. – SoitM ∈Akim. Supposons que tout facteur simpleN̄ deM̄ vérifie soit
N̄ � 1, soitFN̄ �= 1. Alors l’homomorphismeA(1,M)→Ā(1, M̄) est un isomorphisme.

Démonstration. –En réappliquant la proposition 1.5, on voit que toute décomposition de1M̄
en somme d’idempotents orthogonaux se relève en une telle somme dansA(M,M). Pour cette
décomposition, on a donc

M =
⊕

Mi

où lesM̄i sont simples. De plus, en utilisant toujours la proposition 1.5, on voit que

M̄i � 1⇒Mi � 1.

La proposition 1.7 résulte donc de l’hypothèse et du lemme 1.6.✷
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE
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Remarque1.8. – Le principe de la démonstration du lemme 1.6 et de la proposition 1.7 est
très proche dans l’esprit de [16, prop. 3.2].
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Pour la commodité du lecteur, nous rappelons le lemme bien connu suivant. Soitl un nombre
premier différent dep : on a un foncteur monoïdal

Hl :A→ V ec∗Ql

à valeurs dans lesQl-espaces vectoriels gradués, tel queHl(h(X)) = H∗(X̄,Ql) pour X
projective lisse.

LEMME 1.9. – Pour toutM ∈Aab, l’action de Frobenius surHl(M) est semi-simple.

Démonstration. –On se ramène immédiatement au casM = h(A) où A est une variété
abélienne. L’assertion résulte alors du fait que “Frobenius arithmétique” est l’inver
“Frobenius géométrique”, de la semi-simplicité de l’algèbreEnd(A) ⊗ Q (Weil [65, p. 182,
th. 28]) et du fait que “Frobenius géométrique” est dans le centre de cette algèbre.✷

THÉORÈME 1.10. – SoientX,X ′ deuxk-variétés projectives lisses telles queX ×k X ′ ∈
Btate(k). Alors, pour toutn ∈ Z, l’homomorphisme

CHdimX+n(X ′ ×X)⊗Q=A
(
h(X ′), h(X)(n)

)
→ Ā

(
h̄(X ′), h̄(X)(n)

)
=AdimX+n

num (X ′ ×X)⊗Q

est un isomorphisme.

Démonstration. –Par rigidité on se ramène àX ′ = Speck. D’après le théorème 1.4
h(X)(n) ∈ Akim. En tenant compte du lemme 1.9, on déduit de [63, th. 2.9] que l’équiva
homologique et l’équivalence numérique coïncident surX . Il en résulte alors (cf. [50, prop. 2.6])
que pour tout facteur simplēN de h̄(X)(n), on a soitN̄ � 1 soit FN̄ �= 1. L’hypothèse de la
proposition 1.7 est donc vérifiée, d’où le théorème 1.10.✷

2. Premières applications

COROLLAIRE 2.1. – SoitX ∈ Btate(k). Alors, pour toutn, l’ordre du pôle de la fonction
zêtaζ(X,s) ens= n est égal au rang deCHn(X) (qui est fini d’après le théorème1.10).

Démonstration. –Un cas particulier du théorème 1.10 est que, surX , l’équivalence homo
logique (relative à toute cohomologie de Weil) est égale à l’équivalence numérique. L’é
résulte donc du théorème 1.10 et de [63, th. 2.9].✷

La seconde application résulte de Geisser [16, th. 3.3] :

COROLLAIRE 2.2. – Si X ∈ Btate(k), alors la conjecture de Beilinson–Parshin est vra
pourX : Ki(X) est un groupe de torsion pour touti > 0.

(D’aprèsloc. cit., la conclusion du corollaire résulte de la conjugaison des conjectures d
et de Beilinson pourX . Geisser démontre d’ailleurs ceci de manière analogue au théorème
en faisant opérer les correspondances algébriques surK∗(X)⊗Q par le théorème de Riemann
Roch et en montrant queKi(S)⊗Q= 0 pour touti > 0 et tout facteur simpleS deh(X) ∼−→
h̄(X) : cf. aussi variante dans la démonstration de la proposition 3.1 ci-dessous. Bien e
c’est sa démonstration qui nous a inspiré. . . )

4e SÉRIE– TOME 36 – 2003 –N◦ 6



VARIÉTÉS DE TYPE ABÉLIEN SUR UN CORPS FINI 983

Remarque2.3. – CommedimX � 1 ⇒ X ∈ Btate(k), ceci redonne des théorèmes de
Quillen [54] et Harder [23] par une voie entièrement différente. Noter que par contre on n’obtient
pas ainsi la génération finie des groupesKi(X) [22] : à ce sujet, voir remarque 4.10.

:
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elles en

:
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s
e
t
e

NotonsHi(X,Q(n)) les groupes de cohomologie motivique deX à coefficients rationnels
dans cette section, ils peuvent être définis à la Beilinson comme espaces propres de gr
K-théorie pour les opérations d’Adams [58]. PourX connexe on a

Hi
(
X,Q(0)

)
=

{
Q pouri= 0,
0 pouri �= 0.

Rappelons la

CONJECTURE 2.4 (Beilinson–Soulé). –Pour tout corpsK , on a Hi(K,Q(n)) = 0 pour
n > 0 et i� 0.

Cette conjecture est connue pour les corps globaux et les corps de fonctions rationn
une variable sur un corps global.

COROLLAIRE 2.5. – SoientX ∈Btate(k), d= dimX , K = k(X) etn un entier� 0. Alors
la conjecture2.4vaut pourK en poidsn, et on a même

Hi
(
K,Q(n)

)
= 0 pour i �= n

dans les deux cas suivants:
(i) d� 2,
(ii) n� 2.

De plus, sous la condition(i), KMn (K) etKn(K) sont de torsion première àp pour n � 3 et
KM
n (K) est de torsion impaire pourn� 4.

Démonstration. –Pouri > n, cf. Soulé [58, 2.8, cor. 1]. Pour le reste,cf. Geisser [16, th. 3.4]
on utilise le corollaire 2.2 et la suite spectrale de coniveau pour la cohomologie motiviq
d � 2, les corps résiduelsF deX autres queK sont de dimension0 ou 1, donc les énoncé
“Hi(F,Q(n)) = 0 pouri < n” et “Hi(F,Q(n)) = 0 pourn > dimF ” résultent de la remarqu
2.3. Sin � 2, les poids intervenant dans les termesEp,q1 avecp > 0 sont� 1, et l’énoncé es
encore connu (Kratzer [40, cor. 6.8]). L’assertion “première àp” résulte de Geisser et Levin
[18] (voir aussi Izhboldin [24] pourKM

∗ (K)), et la dernière assertion pourcark �= 2 résulte de
la conjecture de Milnor (Voevodsky [64]).✷

COROLLAIRE 2.6. – SoitA un anneau de valuation discrète de corps des fractionsE et de
corps résiduelK , oùK = k(X) avecX ∈Btate(k), dimX � 2. Alors, pour toutn� 0, la suite

0→Kn+1(A)→Kn+1(E)→Kn(K)→ 0

(extraite de la suite exacte de localisation de Quillen) est exacte.

Démonstration. –Soitm> 0 premier àp= cark. Le diagramme commutatif au signe près

Kn+2(E,Z/m) mKn+1(E)

Kn+1(K,Z/m) mKn(K)

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE
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et la conjecture de Gersten pourK∗(−,Z/m) (Gillet [21]) montrent que l’homomorphisme
résidumKn+1(E)→ mKn(K) est surjectif. L’assertion résulte donc du corollaire 2.5 pour
n� 3, et est bien connue pourn� 2 puisqu’alorsKn(K) =KM

n (K). ✷

-

par rap-
d’usage

n utili-

-

um sur
r
Pour

de
rêter à
3. Classes de cycle motiviques

3.1. Cohomologie motivique

Nous définirons la cohomologie motivique d’unek-variété lisseX comme l’hypercohomolo
gie de ZariskiHiZar(X,Z(n)) des complexes de cycles de Bloch décalés (cf. [5,7,19,35] pour les
détails). Nous aurons aussi besoin de considérer l’hypercohomologie de ces complexes
port à d’autres topologies, et de les comparer. En particulier, le résultat ci-dessous sera
constant :

PROPOSITION 3.1 ([35, prop. 1.18]). –Pour toute variété lisseX , les homomorphismes

HiZar
(
X,Q(n)

)
→Hiét

(
X,Q(n)

)
sont des isomorphismes.

On a aussi :

PROPOSITION 3.2. – SoitX ∈Btate(k). AlorsHiZar(X,Q(n)) = 0 pour i �= 2n.

Démonstration. –Cela résulte du corollaire 2.2 et du fait queHiZar(X,Q(n))� grnγK2n−i(X)
[5]. (Variante : raisonner directement comme dans la démonstration du théorème 1.10, e
sant le fait que Frobenius agit sur ce groupe par multiplication parqn, cf.[16].) ✷
3.2. Cohomologie de Lichtenbaum

Nous allons utiliser la cohomologie introduite par Lichtenbaum dans [44].2 Cette cohomolo
gie a été également étudiée par Geisser [17].

Rappelons [43, prop. 2.2] que la catégorie des faisceaux pour la topologie de Lichtenba
unek-variétéX de type fini est équivalente à la catégorie des faisceaux étalesZ-équivariants su
X̄ =X ×k k̄, où l’action deZ surX̄ est donnée par le morphisme de Frobenius galoisien.
un tel faisceauF , on pose

H0
W (X,F) =H0

ét(X̄,F)Z

et la cohomologie de LichtenbaumH∗W est définie comme les foncteurs dérivés de

F 
→H0
W (X,F).

En particulier on a une suite spectrale [44, prop. 2.3]

Hp
(
Z,Hqét(X̄,C)

)
⇒Hp+qW (X,C)(3.1)

pour tout complexe de faisceaux étalesZ-équivariants.

2 Lichtenbaum dénomme cette cohomologieWeil-étale cohomology. Il nous paraît plus pratique et plus juste
la rebaptiser cohomologie de Lichtenbaum, la terminologie “cohomologie de Weil” pouvant de toute façon p
confusion.

4e SÉRIE– TOME 36 – 2003 –N◦ 6



VARIÉTÉS DE TYPE ABÉLIEN SUR UN CORPS FINI 985

Pour comparer cohomologie étale et cohomologie de Lichtenbaum, le point de vue de Geisser
[17, §2] est d’identifier la catégorie des faisceaux étales surX à la catégorie des faisceaux
étalesẐ-équivariants (topologiques discrets) surX̄ , où Ẑ = Gal (k̄/k) [12, Exp. XIII, 1.1.3].

lisses”
ints

dans

r

Soit TZ(X) (resp.TẐ(X)) la catégorie des̄X-faisceaux étalesZ-équivariants (resp.Ẑ-équiva-
riants) : on a des foncteurs adjoints évidents

γ∗X :TẐ(X)→TZ(X), (γX)∗ :TZ(X)→TẐ(X).

NotonsTZ et TẐ les catégories de faisceaux correspondantes sur les “grands sites
correspondant à la catégorieSm/k desk-variétés lisses de type fini. On a des foncteurs adjo
correspondants

γ∗ :TẐ →TZ, γ∗ :TZ →TẐ

induisant des foncteurs adjoints sur les catégories dérivées

γ∗ :D(TẐ)→D(TZ), Rγ∗ :D(TZ)→D(TẐ).

3.2.1. Mise en garde
Le foncteurRγ∗ n’est pas conservatif. Par exemple, soitQ〈n〉 le Z[Z]-module de supportQ,

l’action du générateur deZ étant donnée parr 
→ qnr. Alors Q〈n〉 définit un objet deTZ, mais
on aH∗W (X,Q〈n〉) = 0 pour toutX ∈ Sm/k dès quen �= 0 : c’est immédiat à partir de (3.1).

Pour obvier cet inconvénient, introduisons la sous-catégorie épaisseDin(TZ) de D(TZ)
formée des complexesC tels queH∗W (X,C) = 0 pour toutX ∈ Sm/k, et notons

D̄(TZ) =D(TZ)/Din(TZ).

Soit γ̄∗ le composé deγ∗ avec le foncteur de localisationD(TZ)→ D̄(TZ). Alors Rγ∗ se
factorise en un foncteur exact

R̄γ∗ : D̄(TZ)→D(TẐ)

qui est conservatif par construction, et adjoint à droite deγ̄∗. Nous aurons besoin dēRγ∗ plutôt
que deRγ∗ pour une formulation correcte du théorème 5.2 (iv).

3.3. Cohomologie de Lichtenbaum motivique

Nous considérerons principalement la cohomologie de Lichtenbaum à coefficients
les complexes de cycles de Bloch. Pour toutX ∈ Sm/k, le foncteurR(γX)∗ induit des
homomorphismes canoniques

Hiét
(
X,Z(n)

)
→HiW

(
X,Z(n)

)
.

Le résultat suivant de Geisser sera d’usage constant : notonsβ le Bockstein ete le générateu
deH1

W (k,Z) =Hom(Z,Z) envoyant (par exemple) le Frobenius géométrique sur1. On a de
longues suites exactes [17, th. 6.1]

· · · →Hiét
(
X,Z(n)

)
→HiW

(
X,Z(n)

)
(3.2)

→Hi−1ét

(
X,Z(n)

)
⊗Q ∂→Hi+1

ét

(
X,Z(n)

)
→ · · ·

où∂ est donnée par la composition
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Hi−1ét

(
X,Z(n)

)
⊗Q=Hi−1ét

(
X,Q(n)

)
→Hi−1ét

(
X,Q/Z(n)

)
·e→ Hiét

(
X,Q/Z(n)

) β→Hi+1
ét

(
X,Z(n)

)
hismes
res

e

e
s de

l’objet
e

e

(cf. [33, prop. 9.12]).
Rappelons que d’après Geisser et Levine [19, th. 1.5] et [18, th. 8.3], on a des isomorp

canoniquesHiét(X,Q/Z(n))�
⊕
lH

i
ét(X,Ql/Zl(n)), où la somme porte sur tous les nomb

premiers et

Hiét
(
X,Ql/Zl(n)

)
=

{
Hiét(X, lim−→ µ⊗nls ) pourl �= p,

Hi−nét (X, lim
−→

νs(n)) pourl= p,

oùµ⊗nls est le faisceau des racinesls-ièmes de l’unité tordues etνs(n) est len-ième faisceau d
Hodge–Witt logarithmique de niveaus.

On a aussi :

PROPOSITION 3.3 ([17, th. 6.5 et 6.7]). – a)Pour toutek-variété lisseX de dimensiond et
pour toutn� 0, on aHiW (X,Z(n)) = 0 pour i > sup(2d+ 1, n+ d+ 1).

b) SiX est de plus projective, on a un diagramme commutatif

H2d
W (X,Z(d))

·e

H2d
ét (X̄,Z(d))Z Z⊕ (fini)

H2d+1
W (X,Z(d)) H2d

ét (X̄,Z(d))Z
∼

Z

où l’isomorphismeH2d
ét (X̄,Z(d))Z =Z provient de l’homomorphisme “degré”

H2d
ét

(
X̄,Z(d)

)
�CHd(X̄)→Z

(cf. [17, dém. du lemme 6.4 a)]).

Nous aurons aussi besoin de la

PROPOSITION 3.4. – Pour toute variété lisseX ,HiW (X,Z(n)) est de torsion pouri > 2n+1.

Démonstration. –Cela résulte par exemple du fait queHiZar(X̄,Q(n)) =Hiét(X̄,Q(n)) = 0
pouri > 2n et de la suite spectrale (3.1).✷
3.4. Classe de cycle l-adique

Fixons un nombre premierl �= p. Nous allons utiliser une applicationclasse de cycle motiviqu
l-adique pour la cohomologie de Lichtenbaum. Cela revient à étendre les homomorphisme
[35, §1.4]

Hiét
(
X,Z(n)

)
⊗Zl→Hicont

(
X,Zl(n)

)
en des homomorphismes provenant deHiW (X,Z(n))⊗Zl.

(Rappelons que le groupe de droite est défini dans [35] comme l’hypercohomologie de
Zl(n)c := R lim

←−
µ⊗nls de la catégorie dérivée des faisceaux abéliens surXét : ce n’est autre qu

la cohomologie étale continue de Jannsen [25]. Le corps de basek étant fini, les théorèmes d
finitude standard impliquent que l’homomorphisme naturel

Hicont
(
X,Zl(n)

)
→ lim
←−

Hiét(X,µ
⊗n
lν )
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est un isomorphisme : ce groupe coïncide donc avec celui considéré par exemple dans [9].)
Indiquons rapidement comment on procède : notonsα : (Sm/k)ét → (Sm/k)Zar le foncteur

de projection entre les sites définis par la catégorieSm/k desk-variétés lisses de type fini munie
n objet

e
vée

tifions

e

e

ur

e toute
ariété”

e

s allons
respectivement des topologies étale et de Zariski. Dans [35, th. 1.17], nous avons défini u
Z(n) ∈ D−(Ab((Sm/k)Zar)) dont la restriction à toutek-variété lisseX est quasi-isomorph
au complexe de cycles de Bloch de poidsn surX , puis un morphisme dans la catégorie déri
[35, (1.8)]

α∗Z(n)
L
⊗Zl→Zl(n)cét(3.3)

où Zl(n)cét = R lim
←−

µ⊗nlν dans la catégorie dérivée des faisceaux étales, que nous iden

canoniquement àD(TẐ) (cf. 3.2).
Définissons de mêmeZl(n)cW =R lim

←−
γ∗µ⊗nlν dansD(TZ) (ibid.). On a alors un morphism

composé

γ∗α∗Z(n)→ γ∗Zl(n)cét → Zl(n)cW .(3.4)

C’est le morphisme cherché : il induit des homomorphismes

HiW
(
X,Z(n)

)
⊗Zl→HiW

(
X,Zl(n)cW

)
.

Il reste à remarquer que l’adjointZl(n)cét →Rγ∗Zl(n)cW du morphisme

γ∗Zl(n)cét →Zl(n)cW

est un quasi-isomorphisme : cela résulte du fait queRγ∗ etR lim
←−

commutent et de l’analogu

de (3.2) à coefficientsµ⊗nlν , qui montre queµ⊗nlν →Rγ∗γ
∗µ⊗nlν est un quasi-isomorphisme po

toutn (cf. [17, cor. 3.4]). On en conclut que l’homomorphisme canonique

Hicont
(
X,Zl(n)

)
→HiW

(
X,Zl(n)cW

)
est bijectif, et on en déduit bien l’application “classe de cycle” promise :

HiW
(
X,Z(n)

)
⊗Zl→Hicont

(
X,Zl(n)

)
.(3.5)

(Bien entendu, on pourrait aussi procéder naïvement à partir de [19, § 3.7], qui est d
façon à la base de notre construction, voir aussi [6, § 4], en définissant (3.5) “variété par v
et en évitant [35, (1.8)], mais les détails seraient plus pénibles à rédiger.)

En fait :

LEMME 3.5. – L’homomorphisme(3.5) n’est autre que celui induit par le morphism
Φn :α∗Z(n)⊗LZl(0)cét → Zl(n)cét de[35, conj. 3.2].

Démonstration. –Rappelons queΦn est défini comme la composition

α∗Z(n)
L
⊗Zl(0)cét →Zl(n)cét

L
⊗Zl(0)cét → Zl(n)cét

où la première flèche se déduit de (3.3) et la suivante est donnée par le cup-produit. Nou
voir queΦn se déduit de (3.4) par application du foncteurRγ∗.
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En effet, on a déjà vu le quasi-isomorphismeZl(n)cét
∼−→Rγ∗Zl(n)cW . D’autre part, d’après

[17, th. 3.3], le morphisme de double adjonction

quasi-

si-
s, en

sse de

que
du
jecture
Rγ∗Z
L
⊗α∗Z(n)→Rγ∗γ

∗α∗Z(n)(3.6)

est également un quasi-isomorphisme. Dans [33, th. 4.6 et 6.3], nous avons établi un
isomorphisme

Zl(0)cét �Zc ⊗Zl

oùZc est un certain complexe de longueur1. Enfin, dans [17, th. 4.2], Geisser établit un qua
isomorphismeZc � Rγ∗Z. L’assertion résulte aisément de tous ces quasi-isomorphisme
suivant leurs définitions respectives.✷
3.5. Classe de cycle p-adique

Posons

Zp(n)cét =R lim
←−

νr(n)[−n] (n� 0)

oùνr(n) est len-ième faisceau de Hodge–Witt logarithmique de niveaur, et de même

Zp(n)cW =R lim
←−

γ∗νr(n)[−n].

Pourn < 0, on poseZp(n)cét = 0 etZp(n)cW = 0.
En passant à la limite sur la construction de [18, dém. du th. 8.3], on obtient une cla

cycle motiviquep-adique pour la cohomologie étale

α∗Z(n)⊗Zp→Zp(n)cét

puis une classe de cycle motiviquep-adique pour la cohomologie de Lichtenbaum

γ∗α∗Z(n)⊗Zp→ γ∗Zp(n)cét →Zp(n)cW(3.7)

et plus concrètement, pour une variété lisseX donnée, des homomorphismes

HiW
(
X,Z(n)

)
⊗Zp→Hicont

(
X,Zp(n)

)
(3.8)

oùHicont(X,Zp(n)) :=Hiét(X,Zp(n)
c
ét)

∼−→HiW (X,Zp(n)
c
W ) (cf. 3.4).

3.6. Bijectivité des classes de cycle

THÉORÈME 3.6. – SiX ∈Btate(k), (3.5)est un isomorphisme pour tousi, n et toutl �= p, et
(3.8)est un isomorphisme pour tousi, n.

Démonstration. –Traitons d’abord le cas de (3.5). D’après le lemme 3.5, il suffit de voir
le morphisme induit parΦn est un isomorphisme pour toutn ; cela résulte du théorème 1.10,
corollaire 2.1 et de [35, th. 3.4]. (On pourrait aussi procéder directement à partir de la con
de Tate et du théorème 1.10, mais ce serait plus laborieux.) On en déduit déjà :
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LEMME 3.7. – PourX ∈Btate(k), on aHiW (X,Q(n)) = 0 pour i < 2n et la composition

CHn(X)⊗Q�H2n
Zar

(
X,Q(n)

)
→H2n

W

(
X,Q(n)

)

ent, en
cients

st vrai

ut
us
te

he est
smes

ue le
est un isomorphisme pour toutn� 0.

Démonstration. –Le premier point résulte par récurrence suri de la suite exacte (3.2) (cf.
propositions 3.1 et 3.2). Cette même suite exacte implique alors que

H2n
ét

(
X,Q(n)

)
→H2n

W

(
X,Q(n)

)
est un isomorphisme, et on conclut par la proposition 3.4.✷

Démontrons maintenant que (3.8) est aussi un isomorphisme. On procède directem
imitant la méthode de [35, §3.4] : on remarque d’abord que la version de (3.8) à coeffi
Qp/Zp est un isomorphisme d’après [la faisceautisation étale de] [18, th. 8.3] (ce fait e
pour toutek-variété lisse). Par le lemme des 5, on se ramène à démontrer que (3.8)⊗Q est un
isomorphisme.

On sait déjà queHiW (X,Q(n)) = 0 pour i < 2n (par le lemme 3.7) et pouri > 2n+ 1 (par
la proposition 3.4). La même chose est vraie pour les groupesHicont(X,Qp(n)), en utilisant un
théorème de Gabber [9, th. 3] et la suite exacte longue

· · ·→Hi−n−1ét

(
X,ν∞(n)

)
→Hicont

(
X,Zp(n)

)
→Hicont

(
X,Qp(n)

)
→Hi−nét

(
X,ν∞(n)

)
→ · · · .

Il reste donc à traiter les casi= 2n et i= 2n+1. Milne [48, prop. 5.4] a démontré qu’on pe
utiliser l’action galoisienne sur les groupesHi(X̄,Qp(n)) à la place de l’action de Frobeni
sur la cohomologie cristalline pour calculer la fonctionζ(X,s). En particulier, en tenant comp
de l’hypothèse de Riemann [11] et de [38], cela démontre que

Hi
(
X̄,Qp(n)

)G =Hi
(
X̄,Qp(n)

)
G
= 0 pouri �= 2n(3.9)

(cf. [9]). Considérons le diagramme commutatif (cf. [35, dém. de la prop. 3.9])

H2n
W (X,Z(n))⊗Qp

·e �

H2n
cont(X,Qp(n))

·e

∼
H2n

cont(X̄,Qp(n))G

f

H2n+1
W (X,Z(n))⊗Qp H2n+1

cont (X,Qp(n)) H2n
cont(X̄,Qp(n))G

∼

(3.10)

oùf est la composition

H2n
cont

(
X̄,Qp(n)

)G H2n
cont

(
X̄,Qp(n)

)
H2n

cont

(
X̄,Qp(n)

)
G

(voir [48, prop. 6.5] pour la commutativité du carré de droite). La flèche verticale de gauc
un isomorphisme par le casl �= p, et les flèches horizontales de droite sont des isomorphi
grâce à (3.9).

En procédant comme dans [63, §2] et en utilisant [48, prop. 5.4] et [38], on voit q
corollaire 2.1 implique quef est bijective et que la composition

CHn(X)⊗Qp→H2n
W

(
X,Z(n)

)
⊗Qp→H2n

cont

(
X̄,Qp(n)

)G
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est surjective. De plus, le théorème 1.10 implique que cette composition est injective. En utilisant
le lemme 3.7, on en déduit que la composition horizontale supérieure dans (3.10) est bijective. Il
en résulte que tous les homomorphismes de (3.10) sont bijectifs.✷

que
n

ue
) est

vant,

x

3.7. Conséquences

COROLLAIRE 3.8. – SiX ∈Btate(k) etd=dimX ,
a)L’accouplement

H2n
W

(
X,Z(n)

)
×H2d−2n

W

(
X,Z(d− n)

)
→H2d

W

(
X,Z(d)

)
→Z(3.11)

est non dégénéré modulo torsion pour toutn.
b) Pour tout(i, n), l’accouplement

HiW
(
X,Z(n)

)
tors

×H2d+1−i
W

(
X,Q/Z(d− n)

)
→H2d+1

W

(
X,Q/Z(d)

) ∼−→Q/Z

induit un accouplement parfait de groupes finis

HiW
(
X,Z(n)

)
tors

×H2d+2−i
W

(
X,Z(d− n)

)
tors

→Q/Z.

c) (cf. [44, introduction])Les groupesHiW (X,Z(n)) sont de type fini pour touti, finis pour
i /∈ {2n,2n+ 1} ou pourn > d et nuls pouri� 0 (si n > 0).

d) Le noyau et le conoyau du cup-produit pare

H2n
W

(
X,Z(n)

)
→H2n+1

W

(
X,Z(n)

)
sont finis.

e)L’homomorphisme canonique

Hiét
(
X,Z(n)

)
→HiW

(
X,Z(n)

)
est un isomorphisme pouri� 2n.

f) Pour toutn ∈Z, on aHiW (X,Z(n)) = 0 pour i > 2d+ 1.

Démonstration. –Il résulte de [11,38,15] queHicont(X,Zl(n))tors est fini pour touti ∈ Z, y
compris pourl = p, et nul pour presque toutl (cf. [9, th. 2 et 3]). De plus,Hicont(X,Zl(n)) est
fini pour i �= 2n,2n+ 1 ou pourn > d (ibid.). Il résulte d’abord de ceci et du théorème 3.6
c) est vrai pouri /∈ {2n,2n+ 1} oun > d, et est vrai pouri ∈ {2n,2n+ 1} après tensorisatio
parZl (pour toutl).

L’assertion b) est vraie après tensorisation parZl par le cas de la cohomologie étale contin
(cf. [48, th. 1.14] pour le casl = p) ; sa version entière en résulte directement. De même, a
vrai après tensorisation parZl. La version entière de a) et de c) résulte alors du lemme sui
que nous n’avons pas trouvé dans la littérature (cf.toutefois [47, Ch. V, §3, Lemma 3.26]) :

LEMME 3.9. – SoientR un anneau commutatif etA × B → R un accouplement de deu
R-modules platsA,B.

a) Supposons que cet accouplement devienne non dégénéré après tensorisation parRl pour
un idéal premierl deR, oùRl désigne le complété deR en l. Alors il est non dégénéré.

b) SupposonsR intègre noethérien et soitK son corps des fractions. Si, de plus,A⊗K ou
B ⊗K est unK-espace vectoriel de dimension finie, alorsA etB sont de type fini.
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Démonstration. –a) Considérons l’homomorphisme

A→Hom(B,R).(3.12)

e est lui
de

r

pe

ertion

e sur
on

; étant
NotonsAl :=A⊗R Rl, etc. On a une chaîne d’homomorphismes

Al→Hom(B,R)l→ Hom(Bl,Rl)

où la composition est injective par hypothèse. Par conséquent, le premier homomorphism
aussi injectif. CommeA est plat,A→ Al est injectif, donc (3.12) est aussi injectif. On procè
de même pour montrer la non-dégénérescence de l’autre côté.

b) Pour fixer les idées, supposons quedimK B ⊗ K < ∞. Soit (b1, . . . , bn) une famille
d’éléments deB qui définit une base deB ⊗K , et soitB′ le sous-module deB engendré pa
lesbi. Comme pour toutb ∈B, il exister ∈R tel querb ∈B′, l’application

Hom(B,R)→ Hom(B′,R)

est injective. DoncA s’injecte dans unR-module de type fini et il est donc lui-même de ty
fini. En échangeantA etB, on obtient la même conclusion pourB. ✷

Revenons à la démonstration du corollaire 3.8 : il reste à démontrer d), e) et f). L’ass
d) résulte de c) et du fait qu’elle est vraie après tensorisation parQ, comme il résulte de la
démonstration du théorème 3.6. D’autre part e) découle de c) et de (3.2), par récurrenci.
Pour voir f), on peut supposern > d d’après la proposition 3.3 a). En réutilisant c) et (3.2),
obtient une chaîne d’isomorphismes

Hi−1ét

(
X,Q/Z(n)

) ∼−→Hiét
(
X,Z(n)

) ∼−→HiW
(
X,Z(n)

)
.

Pouri > 2d+ 2, l’assertion résulte de la dimension cohomologique deX ; pour i = 2d+ 1,
elle résulte de [31, th. 2] et de la suite spectrale de Bloch–Ogus.✷

COROLLAIRE 3.10. – Les conjectures de[43, §7]sont vraies pourX ∈Btate(k).

Démonstration. –Rappelons tout d’abord ces conjectures [43, §7] en termes modernes
donné unek-variété projective lisseX :

1. Hiét(X,Z(n)) = 0 pouri grand.
2. H2n

ét (X,Z(n)) est un groupe abélien de type fini.
3. Hiét(X,Z(n)) est fini pouri �= 2n,2n+ 2, nul pouri� 0 lorsquen > 0. 3

4. H2d+2
ét (X,Z(d)) est canoniquement isomorphe àQ/Z, oùd= dimX .

5. L’accouplement

Hiét
(
X,Z(n)

)
×H2d+2−i

ét

(
X,Z(d− n)

)
→H2d+2

ét

(
X,Z(d)

) ∼−→Q/Z

est “parfait”, au sens qu’il définit une dualité parfaite de groupes finis pouri �= 2n et une
dualité parfaite entre un groupe de type fini et un groupe de cotype fini pouri = 2n. En
particulier,rgH2d

ét (X,Z(d)) = 1.
6. Les groupesH2n

ét (X,Z(n)) etH2d−2n
ét (X,Z(d− n)) ont le même rangm(n).

7. m(n) est l’ordre du pôle de la fonctionZ(X, t) ent= q−n (ζ(X,s) = Z(X,q−s)).

3 Cette conjecture de nullité résulte de l’axiome (1) de [43, §3] ; il est pratique de l’insérer ici.
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8. limt→q−n(1− qnt)m(n)Z(X, t) =±qχ(X,OX ,n)χ(X,Z(n)), avec

χ
(
X,Z(n)

)
=

∏ ∣∣Hiét(X,Z(n))∣∣(−1)i

ait que
de

.8 c) et
acte
.8 a) et

lui est

ent

.

m : on
e

i
=2n,2n+2

× |H2n
ét (X,Z(n))tors||H2n+2

ét (X,Z(n))cotors|
Rn(X)

oùRn(X) est la valeur absolue du déterminant de l’accouplement

H2n
ét

(
X,Z(n)

)
/tors×H2d−2n

ét

(
X,Z(d− n)

)
/tors→H2d

ét

(
X,Z(d)

)
/tors ∼−→Z

par rapport à des bases quelconques deH2n
ét (X,Z(n))/tors et de

H2d−2n
ét (X,Z(d− n))/tors, et

χ(X,OX , n) =
∑

0�i�n
0�j�d

(−1)i+j(n− i)hij , hij = dimHj(X,Ωi).

En fait,X étant quelconque, les énoncés 1 et 4 ne sont plus des conjectures, ni le f
rgH2d

ét (X,Z(d)) = 1 : vu (3.2), le point a) de la proposition 3.3 implique la conjecture 1
Lichtenbaum pouri > 2d+ 2 et le point b) implique la conjecture 4 et le fait queH2d

ét (X,Z(d))
est de type fini et de rang1. Cela peut d’ailleurs s’obtenir directement.

Il reste à traiter les conjectures 2, 3, 5, 6, 7 et 8. La conjecture 2 résulte du corollaire 3
e), ainsi que la conjecture 3 pouri < 2n ; le reste découle du corollaire 3.8 c) et de la suite ex
(3.2). De même, 5 découle du corollaire 3.8 a) et b), via (3.2), et 6 découle du corollaire 3
e). Enfin, 7 découle du corollaire 3.8 e) et du corollaire 2.1.

Pour 8, on préfère démontrer la variante de [17, th. 8.1] (voir aussi [53, th. 10.7]), qui
équivalente via (3.2) :
8W . limt→q−n(1− qnt)m(n)Z(X, t) =±qχ(X,OX ,n)χ(X,Z(n)), avec

χ
(
X,Z(n)

)
= χ

(
H∗W (X,Z(n)

)
, ·e) =

∏
i

∣∣HiW (
X,Z(n)

)
tors

∣∣(−1)i

·Rn(X)−1

etχ(X,OX , n) comme dans 8, où·e est vu comme une dérivation de degré1 du groupe
graduéH∗W (X,Z(n)) etRn(X) est la valeur absolue du déterminant de l’accouplem
(3.11) vu modulo torsion par rapport à des bases quelconques deH2n

W (X,Z(n))/tors et
deH2d−2n

W (X,Z(d− n))/tors.
On peut procéder comme dans [49, th. 4.3 et cor. 5.5] (cf.[33, cor. 7.10 et th. 9.20] et [17, dém

du th. 8.1]). ✷
Remarque3.11. – Il est facile de préciser le signe dans la conjecture 8 de Lichtenbau

remarque simplement queζ(X,s) est à valeurs réelles positives pours réel assez grand et n
s’annule pas pours > d. Le signe ens= n ne dépend alors que de l’ordre des zéros pours > n :

on trouve qu’il est égal à(−1)
∑

a>n
m(a).

COROLLAIRE 3.12. – SoitX ∈Btate(k). Alors, pour toutl, on a une suite exacte

0→CHn(X){l}→CHn(X)⊗Zl ⊕H2n−1
ét

(
X,Ql/Zl(n)

)
→H2n

cont

(
X,Zl(n)

)
→CHn(X)⊗Ql/Zl→H2n

ét

(
X,Ql/Zl(n)

)
.

En particulier, on a une suite exacte
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0→Ker
(
CHn(X)⊗Ql/Zl

c̄l−→H2n
ét

(
X,Ql/Zl(n)

))
→Coker

(
CHn(X)⊗Zl

cl−→H2n
cont

(
X,Zl(n)

))

de

tes

ontales

isme

duisent

zontale
→Coker
(
CHn(X){l} bl−→H2n−1

ét

(
X,Ql/Zl(n)

))
→ 0

oùcl est la classe de cyclel-adique,c̄l est la classe de cycle à coefficients divisibles etbl est[un
raffinement du] raffinement de Bloch de la classe de cyclel-adique sur les cycles algébriques
torsion[4].

Démonstration. –Cela résulte immédiatement du diagramme commutatif de suites exac

0 0 0

CHn(X){l} =H2n−1
Zar (X,Ql/Zl(n)) H2n−1

ét (X,Ql/Zl(n))

CHn(X)⊗Zl =H2n
Zar(X,Z(n))⊗Zl H2n

cont(X,Zl(n))

CHn(X)⊗Ql =H2n
Zar(X,Z(n))⊗Ql

∼
H2n

cont(X,Ql(n))

CHn(X)⊗Ql/Zl =H2n
Zar(X,Ql/Zl(n)) H2n

ét (X,Ql/Zl(n))

0 0

La partie droite de ce diagramme est commutative par construction (les flèches horiz
émanent de la composition de (3.3) et du morphismeZ(n)→ Rα∗α

∗Z(n)). Le 0 supérieur de
droite provient de la conjecture de Weil, comme dans [9] (donc est valable pour toutX). Compte
tenu de la proposition 3.1, celui du milieu provient du corollaire 3.8 c) et e) et l’isomorph
provient de ce corollaire et du théorème 3.6 (ils utilisent donc le fait queX ∈Btate(k)). L’égalité
(isomorphisme canonique) de la deuxième ligne résulte de Bloch [5,7] ; les autres se dé
de ce qui précède. Le fait que la composition de la deuxième ligne soit la classe de cyclel-adique
de Jannsen [25, (6.14)] est expliqué dans [35, lemma 1.23]. Enfin, le fait que la flèche hori
supérieure redonne l’application de Bloch surk̄ peut se voir comme dans Raskind [55, §2].✷

COROLLAIRE 3.13 (cf. [48, remark 5.6 a)], [53, §3]). –Soit X ∈ Btate(k). Pour que
l’application cyclel-adique entièreCHn(X) ⊗ Zl → H2n

cont(X,Zl(n)) soit surjective, il faut
et il suffit que

(i) la classe de cycle à coefficients divisibles

CHn(X)⊗Ql/Zl
c̄l−→H2n

ét

(
X,Ql/Zl(n)

)
soit injective;

(ii) l’application de BlochCHn(X){l} bl−→H2n−1
ét (X,Ql/Zl(n)) soit surjective.
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4. Variétés ouvertes

LEMME 4.1. – SoitX unek-variété projective lisse de dimensiond. Alors sous les conditions

r

lui-

ant au
e

e en
ments

es

e celle
e
hisme
t

suivantes
(i) d� 1,
(ii) n� 1,

les groupesHiW (X,Z(n)) sont de type fini pouri �= 2n+ 1. Ils sont finis pouri �= 2n,2n+ 1
ainsi que pourn > d, et nuls pouri� 0 si n > 0.

Démonstration. –Si n = 0, l’énoncé résulte de [44, th. 3.2]. Supposonsn = 1 : alors
Z(1) =Gm[−1]. La suite exacte (3.2) se retraduit en une suite exacte

· · · →Hi−1ét (X,Gm)→HiW
(
X,Z(1)

)
→Hi−2ét (X,Gm)⊗Q ∂→Hiét(X,Gm)→ · · · .(4.1)

Le groupeHi−2ét (X,Gm)⊗ Q est nul pouri �= 3. Le groupeHiW (X,Z(1)) est donc nul pou
i� 0, isomorphe àE∗ pouri= 1 (oùE est le corps des constantes deX) donc fini, et isomorphe
à Pic(X) pour i = 2, donc de type fini par le théorème de Néron–Severi. Pouri > 3, il est
isomorphe à un quotient deHi−1ét (X,Gm) ; par la suite exacte de Kummer, ce groupe est
même isomorphe àHi−1ét (X, (Q/Z)′(1)) qui est fini par [9, th. 2]. Enfin, siX est un point, les
Hiét(X,Gm) sont finis pour touti, donc aussi lesHiW (X,Z(1)). Ceci démontre (ii).

Si X est un point ou une courbe, toute la stratégie de démonstration conduis
corollaire 3.8 s’applique : la conjecture de Tate est vraie pourX et l’équivalence rationnell
coïncide avec l’équivalence numérique, donc le théorème 3.6 est vrai pourX . On en
déduit (i). ✷

Remarque4.2. – D’après (4.1), la génération finie deH3
W (X,Z(1)) implique la finitude

de H2
ét(X,Gm) = Br(X), elle-même équivalente à la validité de la conjecture de Tat

codimension1 pourX . Cette implication est donc en fait une équivalence par les raisonne
du paragraphe précédent.

LEMME 4.3. – SoitX unek-variété lisse de dimensiond. Alors sous les conditions suivant
(i) d� 1,
(ii) n� 1,

les groupesHiW (X,Z[1/p](n)) sont desZ[1/p]-modules de type fini pouri� n ou i > 2n+ 1.
Ils sont finis pouri /∈ [n,2n+1] ainsi que pourn > d, et nuls pouri� 0 si n > 0.

Démonstration. –En partant du lemme 4.1, on utilise la même méthode de dévissage qu
de [36, dém. du th. 1] : c’est loisible car les groupesHiW (X,Z[1/p](n)) satisfont à un théorèm
de pureté, ce qui se réduit à la pureté de la cohomologie étale [35, cor. 1.19] via l’isomorp
(3.6) (c’est pour avoir cette pureté qu’il est nécessaire d’inverserp). Le seul point à vérifier es
qu’on ne “perd” pas de génération finie quand on utilise le théorème de de Jong [28].

Soit doncŨ → U un revêtement fini de variétés lisses, et supposons queHiW (Ũ ,Z[1/p](n))
soit unZ[1/p]-module de type fini. Par un argument de transfert,

Ker
(
HiW

(
U,Z[1/p](n)

)
→HiW

(
Ũ ,Z[1/p](n)

))
est d’exposant fini, disonsm. Mais Hi−1ét (U,µ⊗nm ) = Hi−1W (U,µ⊗nm ) est fini par [13, Th.
finitude], ce qui montre que ce noyau est fini, d’où la génération finie deHiW (U,Z[1/p](n)). ✷

La proposition suivante raffine le corollaire 2.5 :

PROPOSITION 4.4. – SoitU un ouvert non vide deX , oùX ∈Btate(k), et soit

d= dimX = dimU.
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Alors, dans les deux cas suivants:
(i) d� 2,
(ii) n� 2,

t le

ux

(i) du

la
aire la
ologie

que

que

ont
45,

4.4, en
oupes

ong,
les conclusions du lemme4.3sont vraies pourU .

Démonstration. –Même méthode que ci-dessus, en utilisant le corollaire 3.8 c) e
lemme 4.3. Plus précisément :

NotonsZ = X − U (structure réduite) et stratifionsZ par sa chaîne canonique de lie
singuliers (Z0 = Z,Zr+1 = (Zr)sing). Il suffit de voir que, pour toutr � 0, le groupe

HjW
(
Zr −Zr+1,Z[1/p](n− cr)

)
vérifie les hypothèses du lemme 4.3, oùcr est la codimension deZr dansX .

a) Si d � 2, lesZr − Zr−1 sont soit des points soit des courbes, et on est dans le cas
lemme 4.3.

b) Sin� 2, on an− cr � 1 pour toutr, et on est dans le cas (ii) du lemme 4.3.✷
THÉORÈME 4.5. – SoientX ∈Btate(k) etU un ouvert deX . Alors les groupes

H0(U,K2), H1(U,K2), H2(U,K2) =CH2(U)

sont de type fini. Le groupeK3(K)ind est égal àK3(k), oùK est le corps des fonctions deX
(ou deU ).

Démonstration. –Si l’on acceptait d’inverserp, ce résultat se déduirait directement de
proposition 4.4 via [32, th. 1.1 et 1.6] ; pour obtenir un résultat exact, on est obligé de ref
démonstration (pureté) avec la cohomologie de Zariski motivique plutôt qu’avec la cohom
de Lichtenbaum motivique.

Traitons d’abord le cas deX : d’après [32, th. 1.6], les groupes cités ne sont autres
Hi(X,Z(2)) pour i respectivement égal à2,3,4 et 1. D’autre part, d’aprèsloc. cit., th. 1.1,
l’homomorphismeHi(X,Z(2))→ Hiét(X,Z(2)) est bijectif pouri � 3 et injectif pouri = 4.
L’énoncé pour lesHi(X,K2) résulte donc encore du corollaire 3.8 c). De plus, on obtient
K3(K)ind est de type fini. Mais, d’après Merkurjev et Suslin [46], l’homomorphisme

K3(k)→K3(K)ind

est injectif à conoyau divisible ; il est donc bijectif (cf. [29]).
(Dans [32], nous travaillions avec le complexeΓ(2) de Lichtenbaum : les raisonnements s

identiques en remplaçantΓ(2) parZ(2) et en utilisant les résultats de Merkurjev et Suslin [
46].)

Dans le cas général, on raisonne comme dans la démonstration de la proposition
utilisant le théorème de pureté pour la cohomologie motivique et le fait que les gr
HiZar(X,Z(m)) sont de type fini pourm � 1 et toutek-variété lisseX : pour m = 0 c’est
évident et pourm = 1 cela se réduit à la génération finie deΓ(X,Gm) (i = 1) et dePic(X)
(i= 2). 4 ✷

4 On peut réduire la preuve de la génération finie dePic(X) au cas projectif en passant par le théorème de de J
par le même raisonnement que dans la démonstration du lemme 4.3.
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THÉORÈME 4.6. – SoientX ∈ Btate(k) de dimension� 2 et K = k(X). Alors on a des
isomorphismes canoniques( )

che

mes

[34] en

r

les
ur

mor-
, on dé-
ielles de
u-

égénère
KM
n (K)⊕

⊕
0�i�n−1

H2i−n−1(K, (Q/Z)′(i)
)

⊗Z(2)
∼−→Kn(K)⊗Z(2)

où

(Q/Z)′(i) = lim
−→

(m,cark)=1

µ⊗im .

De plus,KM
n (K) est de torsion pourn� 3 et nul pourn� 4.

Démonstration. –Supposons d’abordcark = 2. Alors le second facteur du membre de gau
est nul. L’isomorphismeKM

n (K)⊗Z(2)
∼−→Kn(K)⊗Z(2) résulte de [18].

Supposons maintenantcark �= 2. Pour construire le morphisme, on part des isomorphis
de [34, th. 1] : ⊕

0�i�n+1

H2i−n−1
ét (K,µ⊗i2ν )

∼−→Kn+1(K,Z/2ν).

En prenant la limite inductive surν, on obtient des isomorphismes

⊕
0�i�n+1

H2i−n−1
ét

(
K,Q2/Z2(i)

) ∼−→Kn+1(K,Q2/Z2).

On obtient l’homomorphisme de l’énoncé en composant avec le Bockstein

Kn+1(K,Q2/Z2)→Kn(K)⊗Z(2)

et en négligeant les facteursi= n,n+1.
Pour montrer que cet homomorphisme est un isomorphisme, on raisonne comme dans

utilisant la suite spectrale (convergente) de Bloch–Lichtenbaum [8]

Ep,q2 =Hp−q
(
K,Z(−q)

)
⇒K−p−q(K).(4.2)

Tout d’abord, le corollaire 4.4 montre que le groupeHiZar(K,Z(n)) est de torsion pou
i < n. Il en résulte que le BocksteinHi−1Zar (K, (Q/Z)′(n)) → HiZar(K,Z[1/p](n)) est un
isomorphisme pouri < n. D’autre part, la conjecture de Milnor [64] et [19] montrent que
homomorphismesHi−1Zar (K,Q2/Z2(n))→Hi−1ét (K,Q2/Z2(n)) sont des isomorphismes po
i� n. On en déduit des isomorphismes

Hi−1ét

(
K,Q2/Z2(n)

) ∼−→HiZar
(
K,Z(n)

)
⊗Z(2), i < n.(4.3)

En utilisant la compatibilité de (4.2) aux produits et aux transferts [14,42] et les iso
phismes (4.3), et en examinant la construction des homomorphismes du théorème 4.4
montre comme dans [34, §3] que ces derniers détruisent successivement les différent
la suite spectrale (4.2) (localisée en2) et scindent la filtration donnée par celle-ci sur l’abo
tissement. Ceci conclut la démonstration, et donne de plus que la suite spectrale (4.2) d
canoniquement après localisation en2. ✷

COROLLAIRE 4.7. – L’algèbreK∗(K)⊗ Z(2) est engendrée par les unités et laK-théorie
du sous-corps des constantes, à transfert près.
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Démonstration. –Cela résulte de la construction dans [34] des flèches donnant naissance à
l’isomorphisme du théorème 4.6. Plus précisément, l’homomorphisme composé⊕ ( )

rt,

le

n en

r

e

rieurs,

s celle-
isme

ute

it
i

.

[k′:k]<∞
KM

2i−n−1(k
′K)⊗H0 k′,Q2/Z2(n+1− i)

→
⊕

[k′:k]<∞
H2i−n−1(k′K,Q2/Z2(i)

) Cor−→H2i−n−1(k′K,Q2/Z2(i)
)

est surjectif pour tout0� i� n− 1 d’après la conjecture de Milnor et [30, th. 1]. D’autre pa
on a d’après Quillen des isomorphismesKM

2n−2i+1(k
′)⊗Z(2)

∼−→H0(k′,Q2/Z2(n+ 1− i)).
Enfin, la composition de la surjection induite

⊕
[k′:k]<∞

KM
2i−n−1(k

′K)⊗K2n−2i+1(k′)⊗Z(2) →H2i−n−1(K,Q2/Z2(i)
)

avec la flèche du théorème 4.6 n’est autre par construction (cf. [34]) que celle donnée par
produit enK-théorie. Le corollaire en résulte.✷

Remarque4.8. – En passant à la limite sur les extensions finies dek, on déduit du
corollaire 4.7 que la conjecture de Suslin [60, conj. 4.1 et note] est vraie après localisatio2
pour le corpsL= k̄K : l’algèbreK∗(L)⊗Z(2) est engendrée parK1(L)⊗Z(2) etK∗(k̄)⊗Z(2).

Remarque4.9. – SoitU un ouvert deX , oùX ∈ Btate(k) et dimX � 2. On peut montre
que, pour toutn ∈Z

(i) ζ(U, s) = (1− qn−s)anϕ(s), avecan =
∑
(−1)r+1 rgHc,étr (U,Z(n))

(ii) ϕ(n) =
∏2d
r=0 ind(∂̄r)

(−1)r+1
à une puissance deq près

où
a) Hc,étr (U,Z(n)) =H2d−r

ét (U,Z(d− n))
b) ∂̄r :H

c,ét
r+2(U,Z(n)) ⊗ (Q/Z)′→Hc,étr (U,Z(n))tors[1/p] est un certain homomorphism

induit par l’homomorphisme∂ de (3.2), dont le noyau et le conoyau sont finis
c) ind(∂̄r) = |Ker ∂̄r|/|Coker ∂̄r|.
Voir [33, th. 9.16].

Remarque4.10. – Si l’on essaye d’étendre les résultats du théorème 4.5 aux poids supé
on se heurte d’abord à la conjecture de Bloch–Kato (isomorphisme de laK-théorie de Milnor
modulom avec la cohomologie galoisienne). Pour les besoins de la discussion, supposon
ci connue. Alors le résultat principal de Geisser et Levine [19] implique que le morph
canonique

Z(n)→ τ�n+1Rα∗α
∗Z(n)

est un quasi-isomorphisme dansD−((Sm/k)Zar). Concrètement, on en déduit que, pour to
k-variété lisseX , l’homomorphisme

HiZar
(
X,Z(n)

)
→Hiét

(
X,Z(n)

)
est un isomorphisme pouri� n+1 et est injectif pouri= n+2. SiX est par exemple un produ
de courbes elliptiques, cela implique via le corollaire 3.8 c) queHiZar(X,Z(n)) est de type fin
pouri� n+ 2.

Pour n � 2, ceci couvre toute la cohomologie motivique deX : c’est le théorème 4.5
Examinons le casn= 3. On obtient une suite exacte :
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0→H5
Zar

(
X,Z(3)

)
→H5

ét

(
X,Z(3)

)
→H0

Zar

(
X,R5α∗Z(3)

)
→CH3(X)→H6

ét

(
X,Z(3)

)
.

r–

e
tation

tation

onnant
t
i
-
e

es :

s

Ceci montre quesous la conjecture de Bloch–Kato et pourX ∈ Btate(k), CH3(X) est de
type fini si et seulement si le groupe de cohomologie non ramifiée

H0
Zar

(
X,R5α∗Z(3)

)
�H0

Zar

(
X,H4

ét

(
(Q/Z)′(3)

))
est[de type] fini.

Pour rendre la discussion ci-dessus inconditionnelle, on peut localiser enl = 2 et utiliser le
théorème de Voevodsky [64]. On peut aussi localiser enl= p et utiliser le théorème de Geisse
Levine [18].

On peut aller un peu plus loin en interprétantH0
Zar(X,R

5α∗Z(3)) comme un groupe d
Chow à coefficients à la Rost [56], via la “conjecture de Gersten” [10]. Cette interpré
montre immédiatement queles correspondances de Chow opèrent sur lesHpZar(X,R

qα∗Z(n)).
En utilisant la formule du fibré projectif pour ces groupes [20], on en déduit que la no
HpZar(M,Rqα∗Z(n)) a un sens pour tout motif de ChowM , avec

HpZar
(
M(1),Rqα∗Z(n)

)
=Hp−1Zar

(
M,Rq−1α∗Z(n− 1)

)
.

D’autre part, Frobenius opère surHpZar(M,Rqα∗Z(n)) par multiplication parqn : se rame-
ner au cas d’une variété projective lisse et passer par l’interprétation à la Rost, en rais
comme dans [57, prop. 2]. SiM est un facteur direct simple deh(X) = h̄(X), on en dédui
quePM (qn)H

p
Zar(M,Rqα∗Z(n)) = 0, donc queHpZar(M,Rqα∗Z(n)) est d’exposant fini s

M �= Ln. Pourp = 0 et n > 0, on aHpZar(L
n,Rqα∗Z(n)) = 0 ; on en conclut, incondition

nellement, quesi X ∈ Btate(k), H0
Zar(X,R

5α∗Z(3)) est d’exposant fini. Je ne sais pas fair
mieux.

Il serait amusant de donner un exemple où la2-torsion deH0
Zar(X,H4

ét((Q/Z)′(3)) est infinie.

5. Prospective

Rappelons le résultat principal de [35] :

THÉORÈME 5.1 ([35, th. 3.4]). –Les trois conjectures suivantes sont équivalentes:
(i) Le théorème1.10 (avecX ′ = Speck) et le corollaire2.1sont vrais pour toutek-variété

projective lisseX .
(ii) Pour toutn > 0, le morphismeΦn du lemme3.5 (relatif à un nombre premierl �= p

donné) est un quasi-isomorphisme.
(iii) Pour toutn > 0, le complexeZl(n)cét (relatif à un nombre premierl �= p donné) est

malléable(voir [35, déf. 2.16]pour la définition de malléable).

Les méthodes précédentes conduisent en fait à d’autres formulations de ces conjectur

THÉORÈME 5.2. – Les conjectures du théorème5.1sont encore équivalentes aux suivante:
(iv) Pour toutn > 0, le morphisme(3.4) (relatif à un nombre premierl �= p donné) est

un quasi-isomorphisme dans̄D(TZ) (cf. mise en garde3.2.1).
(iv bis) Pour toutn > 0, le morphisme(3.5)ou(3.8) (relatif à un nombre premierl donné)

est un isomorphisme pour toutek-variété projective lisseX .
(iv ter) Pour toutn > 0, tout nombre premierl et toutek-variété projective lisseX , les

morphismes(3.5)et (3.8)sont des isomorphismes.
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(v) Pour toutek-variété projective lisseX , les groupesHiW (X,Z(n)) sont de type
fini.

(v bis) Pour toutek-variété lisseX , les groupesHiW (X,Z[1/p](n)) sont desZ[1/p]-

te
u

st

s et les

ctives

e

ie est
ésulte de
s.
ie au
re de
sur la

ire 2.1.

s

l’existence
modules de type fini.
(v ter) Pour toutek-variété projective lisseX , les groupesHiW (X,Z(l)(n)) sont des

Z(l)-modules de type fini, oùl est un nombre premier donné.
(vi) Pour toutek-variété projective lisseX , la forme forte de la conjecture de Ta

(concernantζ(X,s)) est vraie et le motif de Chowh(X) est de dimension finie a
sens de Kimura.5

(vi bis) Pour toutek-variété projective lisseX , la forme forte de la conjecture de Tate e
vraie et l’algèbre des correspondances de ChowA=CHdimX(X ×X)⊗Q est
semi-primaire: son radical de JacobsonR est nilpotent etA/R est semi-simple.

(vi ter) La conjecture de Tate(cohomologique, relative à un nombre premierl donné) est
vraie pour lesk-variétés abéliennes et la catégorie rigideA desk-motifs de Chow
à coefficients rationnels est engendrée par les motifs de variétés abélienne
motifs d’Artin.

(vi quater) La forme forte de la conjecture de Tate est vraie pour toutes les variétés proje
lisses et il n’existe pas de “motif de Chow fantôme”: siM ∈A est tel queM̄ = 0
dansĀ, alorsM = 0.

Démonstration. –(ii) ⇔ (iv) : cela résulte du lemme 3.5, puisque le foncteurR̄γ∗ est
conservatif.

(i) ⇒ (iv ter) : on procède comme dans la preuve du théorème 3.6.
(iv ter)⇒ (v) : on procède comme dans la preuve du corollaire 3.8.
(v) ⇒ (v bis) : on procède comme dans la démonstration du lemme 4.3.
(v bis)⇒ (v ter) pourl �= p : c’est évident.
(v) ⇒ (v ter) : c’est évident.
(v ter) ⇒ (iv bis) : notonsK(n) le cône de (3.4). L’hypothèse implique que, pour toutek-

variété projective lisseX , les groupesHiW (X,K(n)) sont desZl-modules de type fini. D’autr
part, on sait que (3.4)⊗LZ/l est un quasi-isomorphisme ([19, th. 1.5] ou [18] selon quel �= p ou
quel= p). Par conséquent, lesHiW (X,K(n)) sont uniquement divisibles, donc nuls.

(iv bis) ⇒ (iv) : on procède comme dans [35, lemme 3.8] : réduction à (3.4)⊗Q, puis pureté
et théorème de de Jong.

(i) ⇒ (vi ter) : la première partie de (vi ter) résulte de (i) d’après [63]. La deuxième part
une conséquence classique de la conjecture de Tate forte pour toutes les variétés (qui r
(i)) pour Ā, cf. [50, rem. 2.7] ; mais (i) implique queA→ Ā est une équivalence de catégorie

(vi ter) ⇒ (vi) : c’est clair, puisque le motif d’une variété abélienne est de dimension fin
sens de Kimura [39, ex. 9.1], ainsi que tout motif d’Artin, que la forme forte de la conjectu
Tate résulte de la forme cohomologique et de la semi-simplicité de l’action de Frobenius
cohomologie [63], et que cette dernière est vraie pour les variétés abéliennes [65].

(vi) ⇒ (vi bis) : cela résulte de [2, prop. 9.1.14] et du théorème de Jannsen [26].
(vi bis)⇒ (i) : on procède comme dans la démonstration du théorème 1.10 et du corolla
(i) ⇒ (vi quater) est clair. (vi quater)⇒ (vi ter) : notonsAab la sous-catégorie rigide deA

engendrée par les motifs de variétés abéliennes et les motifs d’Artin, etĀab son image dan
Ā. La forme forte de la conjecture de Tate implique queĀab = Ā (voir ci-dessus). SoitX une
variété projective lisse : il existe des isomorphismes inversesf̄ : h̄(X) ∼−→ N̄ , ḡ :N ∼−→ h̄(X),
avecN ∈ Aab. Relevonsf̄ et ḡ en des morphismesf, g de A. CommeN est de dimension

5 Kimura conjecture le second énoncé sur tout corps de base : cela résulterait des conjectures standard et de
d’une décomposition de Chow–Künneth à la Murre,cf. [2, ex. 9.2.4]

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



1000 B. KAHN

finie au sens de Kimura, l’algèbreA(N,N) est semi-primaire, donc1N − fg est nilpotent et
quitte à modifierf ou g on peut supposer quefg = 1N . On a alorsh(X) � N ⊕M , avecM
fantôme. ✷

etteuse
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in:
La formulation de la conjecture des théorèmes 5.1 et 5.2 qui nous semble la plus prom
est (vi ter), mais nous nous garderons bien de faire une conjecture sur la démonstratio
conjecture !
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