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EQUIVALENCES RATIONNELLE ET NUMERIQUE
SUR CERTAINES VARIETES DE TYPE ABELIEN
SUR UN CORPS FINI

PAR BRUNO KAHN

RESUME. — Nous prouvons que s{ est une variété projective lisse “de type abélien” sur un corps fini
k pour laquelle la conjecture de Tate est vérifiée (par exemple un produit de courbes elliptiques, d'apres
SpieR), I'équivalence rationnelle égale I'équivalence numériqu&’sua démonstration utilise des idées de
Soulé, le théoreme de semi-simplicité de Jannsen et un résultat d'Yves André et de I'auteur, inspiré par les
résultats de S.I. Kimura sur les motifs de Chow de dimension finie. Nous en tirons quelques conséquences,
parmi lesquelles : les conjectures de Lichtenbaum sont vraies¥pdergroupe de Chow de codimensidn
de X est de type fini, la conjecture de Beilinson—Soulé vaut en pojuisur le corps des fonctions de X
pourvu quen < 2 ou quedim X < 2, la conjecture de Gersten vaut pour les anneaux de valuation discréte
de corps résiduek’.
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ABSTRACT. — We prove that ifX is a smooth projective varieti{ “of abelian type” over a finite field
k for which the Tate conjecture holds (e.g. a product of elliptic curves [Math. Ann. 314 (1999) 285-290]),
rational and numerical equivalences agreeXarm he proof uses Soulé’s ideas [Math. Ann. 268 (1984) 317—
345], U. Jannsen’s semi-simplicity theorem [Invent. Math. 107 (1992) 447-452], and a result of Y. André
and the author [Rend. Sem. Math. Univ. Padova 108 (2002) 107-291] inspired by S.I. Kimura’s results on
finite-dimensional Chow motives [J. Alg. Geom., a paraitre]. We give some consequences, among which:
the conjectures of Lichtenbaum [Lect. Notes in Math., Vol. 1068, Springer, 1984, pp. 127-138, §7] hold
true for X, the second Chow group of is finitely generated, the Beilinson—Soulé conjecture holds in
weightn for the function field ofX providedn < 2 or dim X < 2, Gersten’s conjecture holds for discrete
valuation rings with residue field such a function fieldlifn X < 2.
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Introduction

Soientk un corps fini de caractéristiqyeet G = Gal(k/k). Dans un article séminal [57,
th. 4 1)], Soulé démontre que pour toute variété projective lissge dimension< 3 et “de type
abélien” (par exemple une variété abélienne ou un produit de courbes), I'application “classe de
cyclel-adique”

(+) CH(X)®Q — H* (X, Qi)

est bijective pour tout nombre premiks~ p et touti > 0. Ceci est un cas particulier de deux
conjectures fondamentales en géométrie arithmétique : la conjecture de Tate [61] (surjectivité
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978 B. KAHN

de (<)) et la conjecture de Beilinson [3, 1.9](injectivité de §)). La démonstration consiste
a considérer la décomposition motivique &epour se réduire au théoréme de Tate sur les
endomorphismes de variétés abéliennes [62] et a I'hypothese de RiemanfDaligne [11]).

La conjecture de Tate est maintenant démontrée pour un bon nombre de variétés abéliennes sur
k (voir ci-dessous). La situation est différente pour la conjecture de Beilinson, qui n’est connue
grosso modo qu’en codimensiarfou elle est triviale) ; elle est d’ailleurs utilisée par Soulé dans
ce cas pour obtenik]. Dans le présent article, nous utilisons une idée nouvelle de S.I. Kimura
[39] pour la démontrer en toute codimension dans un certain nombre de cas nouveaux.

Plus précisément, notant(k) = A la catégorie des motifs de Chow skrra coefficients
rationnels :

DEFINITION 1. - a) SoitB(k) I'ensemble des classes d'isomorphisme&deriétés projec-
tives lisses dont le motif de Chow est dans la sous-catégorie épaissedigidie .4 engendrée
par les motifs d’Artin et les motifs de variétés abéliennes (ou de courbes, c’est la méme chose).
On dit queX estde type abéliesi X € B(k).
b) Soit Bi.te (k) C B(k) le sous-ensemble des variéfés/érifiant la conjecture de Tate (pour
un nombre premiel # p donné : cela ne dépend pasidef. [62, Th. 2.9] puisque Frobenius
opere de maniére semi-simple sur la cohomolégidique deX, voir lemme 1.9 ci-dessous).

Exemplesl. — a) B(k) contient I'ensembled(k) défini dans [57, 3.3.1].

b) Biate(k) contient lesX € B(k) avecdim X < 3 (Soulé, voir ci-dessus) et les produits de
courbes elliptiques (Spiess [59]).

¢) Milne a démontré que la conjecture de Hodge pour les variétés abéliennes complexes de type
C'M impligue la conjecture de Tate pour les variétés abéliennds[811. Inconditionnellement,
les résultats de [52] montrent qu'on peut prouver la conjecture de Tate pour “beaucoup” de
variétés abélienned surk. C'est le cas si I'algébre des “cycles de Tate”Alest engendrée en
degrél, par réduction au théoréme de Tate [62]. C’est ainsi que Spiess démontre la conjecture de
Tate pour les produits de courbes elliptiques. D’autres exemples sont les puissances de variétés
abéliennes simples “de type K3” de Zarhin [66] ou “presque ordinaires” de Lenstra et Zarhin
[41], cf. [52, A.7, exemples]. Pour un exemple ou cette condition n'est pas vérifiée mais ou
néanmoins la conjecture de Tate est démontrée, voir [52, ex. 1.8].

Dans cet esprit on a également I'important résultat suivant d’Yves André [1] : tout cycle de
Tate sur une variété abélienne guest “motivé”.

d) Un exemple amusant de nature tres légerement différente est celui d’'une hypersurface de
Fermat

X X'+ + X7, =0
oum est tel que;” = —1 (mod m) pour unv convenable (Tate, Katsura et Shioda, [61,37]).

THEOREME 1 (cf. th. 1.10). — Pour toutX € Biate(k), 'équivalence rationnelle est égale a
I'équivalence numériqué coefficients rationne)sur X.

Dans [33], nous avons montré que la conjonction des conjectures de Tate et de Beilinson
a des implications considérables. Dans cet esprit, nous tirons les conséquences suivantes du
théoréme 1. Soiemt’ € Biato(k), d =dim X et K = k(X).

COROLLAIRE 1 (cor. 3.10). —Les conjectures de Lichtenbali48, §7]sont vraies pourX .

COROLLAIRE 2 (th. 4.5). —Pour tout ouvert/ de X, les groupes?®(U, Ks), H' (U, K,) et
H?(U,Ks) = CH?(U) sont de type fini. Le group&s (K )inq est égal a3 (k).

1 Mais aussi de Lichtenbaum en conjonction avec la conjecture decTH#3, §7, 7)].
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VARIETES DE TYPE ABELIEN SUR UN CORPS FINI 979

Pour obtenir les corollaires 1 et 2, nous prouvons des résultats plus précis faisant intervenir
une nouvelle cohomologie introduite par Lichtenbaum [44] (corollaire 3.8).

COROLLAIRE 3 (cor. 2.5). —La conjecture de Beilinson—Soulé est vraie en peigwur K
pourvu quen < 2 ou qued < 2.

A ma connaissance, ce sont les premiers exemples non triviaux (au-dela de la dimgnsion
ou cette conjecture est explicitement démontrée. Toutefois, el ou pourn =2, d = 3, les
résultats de [57] suffiraient (voir [57, th. 4 iii)] et la démonstration du corollaire 2.5).

COROLLAIRE 4 (th. 4.6). —Sid =2, on a des isomorphismes canoniques pour tokt0

(K,]LW(K) ® EB H* " YK, (Q/Z)’(z‘))) ® L) — Kn(K)®Z)

0<i<n—1

(Q/2)' ()= lim pg'.
(m,c;;c)zl
Les facteurswZ,y proviennent du fait que nous utilisons la conjecture de Milnor prouvee
par Voevodsky [64] (noter que I'homomorphisme lui-méme n’est pas défini avant cette
tensorisation); on pourrait les supprimer si la conjecture de Bloch—Kato était entierement
démontrée. Si I'on fait “tendré vers l'infini” dans le théoréme 4, on obtient une confirmation
partielle d’une conjecture de Suslin [60, conj. 4.1 et note] : si un cdrpsontient un
corps algébriquement cla®,, K.(F) est engendré multiplicativement p&f (F) et K. (Fo)
(corollaire 4.7 et remarque 4.8). Ce résultat est faux en caractéristique zéro d’apres de Jeu [27].

COROLLAIRE 5 (cor. 2.6). —Supposond = 2, et soitA un anneau de valuation discréte de
corps des fractiond” et de corps résiduek’. Alors la conjecture de Gersten est vraie pour la
K -théorie algébrique del : pour toutn > 0, la suite

0= Koi1(A) = Koyt (B) — K (K) =0

est exacte.

La démonstration du théoreme 1 utilise trois ingrédients de maniére essentielle : le fait que la
conjecture de semi-simplicité est vraie pour la cohomolégidique deX, la semi-simplicité
de la catégorie des motifs modulo I'équivalence numérique due a Jannsen [26] et un raffinement
d’un résultat de Kimura [39, prop. 7.5] d0 a André et a I'auteur [2, prop. 9.1.14]. La technique
de démonstration, quant a elle, remonte a Soulé [57] via Geisser [16].

Le corollaire 1 se déduit du théoréme 1 de maniére relativement classique [48,49]; toutefois,
l'introduction de la cohomologie de Lichtenbaum mentionnée ci-dessus simplifie bien les choses.
Il faut un peu d’effort pour déduire la version “globale” des conjectures de Lichtenbaum de leur
version localisée en chaque nombre premier : a cet égard, le lemme 3.9 est fort utile.

Le corollaire 3, quant a lui, se déduit assez facilement du résultat de Geisser selon lequel
la conjugaison des conjectures de Tate et de Beilinson implique la conjecture de Peftshin (
corollaire 2.2).

La méthode de démonstration du théoreme 1 et du corollaire 1 conduit a de nouvelles
formulations des trois conjectures dont nous avons démontré I'équivalence dans [35, th. 3.4] :
voir théoréme 5.2,

Cet article est construit comme suit. Au 81, nous démontrons le théoreme 1. Dans les
paragraphes suivants, nous “tirons les marrons du feu” : cette opération demande a I'occasion
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le port de gants ignifuges. Comme indiqué ci-dessus, les conséquences que nous donnons sont
toutes des cas patrticuliers de conséquences des trois conjectures équivalentes de [35, th. 3.4],
dont beaucoup ont été déja dégagées dans [33] : nous nous sommes efforcé de rédiger les
démonstrations de telle maniére qu’elles puissent étre reproduites telles quelles quand ces

conjectures seront démontrées.

Au 82 nous donnons les conséquences les plus immédiates du théoréme 1, dont les
corollaires 3 et 5. Au 83, nous introduisons la cohomologie de Lichtenbaum (a coefficients dans
les complexes de cycles de Bloch), étendons les classes de cycles motivagligses de [35]

(I # p = cark) en des classes émanant de la cohomologie de Lichtenbaum motivique et cons-
truisons une classe de cygleadique correspondante ; nous démontrons ensuite leur bijectivité
pour X € Biaie(k). Nous en déduisons le corollaire 1 et des propriétés de finitude pour la
cohomologie motivique de Lichtenbaum, meilleures que pour la cohomologie motivique étale
(et conjecturées par Lichtenbaum dans [44, introduction] pour toute variété projective lisse).
Nous en déduisons aussi une formule pour le conoyau de I'application “classe déaglciee
entiere’CH™(X)®Z; — H2" (X, Z,(n)) (corollaire 3.12). Enfin, dans le §5, nous investigons

la mesure dans laquelle les méthodes de cet article pourraient rapprocher I'échéance de la dé-
monstration des conjectures indiquées.

Une partie substantielle du travail de Kimura sur lequel nous nous appuyons a été obtenue
indépendamment par Peter J. O'Sullivan (communication personnelle a André et a l'auteur) :
notammentla notion de dimension finie au sens de Kimura (semi-positivité dans sa terminologie)
et le fait que le motif de Chow d’une variété abélienne est de dimension finie au sens de Kimura.

Il n’obtient par contre pas le théoréme de nilpotence de Kimura, ni a fortiori la proposition 1.5.

Les lignes ci-dessus soulignent la dette que j'ai envers les travaux antérieurs apparaissant dans
la bibliographie : ils sont trop nombreux pour étre cités dans le détail. En particulier, il aurait sans
doute été possible de rédiger les §83-5 en termes de cohomologie motivique étale sans le travail
de Geisser [17], mais les résultats auraient été plus désagréables a énoncer et les démonstrations
plus compliquées.

Je remercie Yves André, Thomas Geisser, Hélene Esnault, Ofer Gabber, Stephen Lichten-
baum, Christophe Soulé et Eckart Viehweg pour des commentaires pertinents sur la préparation
de ce texte ; en particulier T. Geisser pour avoir attiré mon attention sur le probléme soulevé dans
3.2.1, et C. Soulé pour m’avoir encouragé a ne pas me limiter aux produits de courbes elliptiques.
D’autre part, c’est avec Y. André que j'ai dégagé dans [2] la proposition 1.5 ci-dessous, résultat
clé sur lequel repose tout ce travail. Enfin, je remercie le rapporteur pour des commentaires ayant
permis d’améliorer I'exposition.

1. Equivalencerationnelle et équivalence numérique

SoientA la catégorie des motifs de Chow sua coefficients rationnels et la catégorie des
motifs purs surk modulo I'équivalence numérique, également a coefficients rationnels : cette
derniere est abélienne semi-simple d’apres [26]. On a un foncteur plein

A— A,
M — M.
Pour tout objetV/ de A ou A, on noteF),; 'endomorphisme de Frobenius dé. Pour toute

k-variété projective lissél, on noteh(X) (resp.h(X)) le motif de X dansA (resp.son image
dansA).

Remarquel.l. — Comme Voevodsky, nous adoptons la convention que le fonkteuih (X))
estcovariant et non contravariant comme il est d'usage plus traditionnellement. Nous notons
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VARIETES DE TYPE ABELIEN SUR UN CORPS FINI 981

aussiM ® L = M (1) au lieu de
M®L=M(-1),

ol L est le motif de Lefschetz(P') =1 ¢ L). Avec ces conventions, on a
CH"(X)®Q=A(h(X),L") et CH,(X)®Q=A(L",h(X))

pour toutek-variété projective liss&, ainsi quei(X)Y = h(X)(— dim X).

Notation 1.2. — On noteA,;, la plus petite sous-catégorie épaisse. (Stable par sommes
directes et facteurs directs) dé contenant les objets du typggA), ou L est une extension
finie dek et Ay, une variété abélienne siir Elle est rigide (stable par produit tensoriel et dual).

Rappelons la définition suivante [39] :

DEFINITION 1.3.-Un objetM € A estde dimension finie au sens de Kimw'd existe une
décomposition/ ~ M, & M_ et deux entiersn,n > 0 tels queA™ 1M, = S 1M =0.

Ona:

THEOREME 1.4 (Kimura [39, th. 4.2, cor. 5.11, prop. 6.9]).l-a sous-catégorie pleindy;,,
de A formée des motifs de dimension finie au sens de Kimura est épaisse et rigide. Elle contient
Aab.

La proposition suivante est directement inspirée de [39, prop. 7.5]. Sa preuve repose sur un
calcul trés technique qu'il est impossible de résumerati®, prop. 7.2.7]).

PROPOSITION 1.5 ([2, prop. 9.1.14]). -Soit M € Ay, Alors le noyau de
AM, M) — A(M, M)
est un idéal nilpotent.
LEMME 1.6.— SoitN € Ay;,. Supposons qud’ soit simple et qué’y # 1. Alors
A(1,N)=0.

Démonstration. Soit P € Q[T le polynéme minimal dé'y; : commeA(N, N) est uneQ-
algebre a divisionP est un polynéme irréductible, différent d@e— 1 par hypothése. D’apres la
proposition 1.5, il existex > 0 tel que P(Fy)™ = 0. Soit f € A(1,N). Alors Fy f = f, d'ou
P(H)"f=0etf=0. O

~ PROPOSITION 1.7. — Soit M € Ayim. Supposons que tout facteur simplede M vérifie soit
N ~1, soit Fiy # 1. Alors ’homomorphismel(1, M) — A(1, M) est un isomorphisme.

Démonstration. -En réappliquant la proposition 1.5, on voit que toute décompositidr;de
en somme d’idempotents orthogonaux se reléve en une telle sommelfahs\/). Pour cette
décomposition, on a donc

M=M,

ol lesM; sont simples. De plus, en utilisant toujours la proposition 1.5, on voit que

La proposition 1.7 résulte donc de I'hypothése et du lemme 16.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE LECOLE NORMALE SUPERIEURE
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Remarquel.8. — Le principe de la démonstration du lemme 1.6 et de la proposition 1.7 est
trés proche dans I'esprit de [16, prop. 3.2].

Pour la commodité du lecteur, nous rappelons le lemme bien connu suivarituBeibmbre
premier différent de : on a un foncteur monoidal

Hj: A—Vecq,

a valeurs dans le€);-espaces vectoriels gradués, tel qigh(X)) = H*(X,Q;) pour X
projective lisse.

LEMME 1.9.— Pour toutM € A.,,, I'action de Frobenius suf; (M) est semi-simple.

Démonstration. -On se raméene immédiatement au dgs= h(A) ou A est une variété
abélienne. L'assertion résulte alors du fait que “Frobenius arithmétique” est l'inverse de
“Frobenius géométrique”, de la semi-simplicité de l'algélired(A) @ Q (Weil [65, p. 182,
th. 28]) et du fait que “Frobenius géométrique” est dans le centre de cette algébre.

THEOREME 1.10. — SoientX, X’ deuxk-variétés projectives lisses telles qaex, X' €
Biate(k). Alors, pour tout: € Z, ’lhomomorphisme

CHM™ X (X' x X)® Q= A(h(X'),h(X)(n))
— A(R(X),h(X)(n)) = A X+ (X' x X)® Q

num

est un isomorphisme.

Démonstration. Par rigidité on se raméene X’ = Speck. D'apres le théoreme 1.4,
h(X)(n) € Axim- En tenant compte du lemme 1.9, on déduit de [63, th. 2.9] que I'équivalence
homologique et I'équivalence numérique coincidentsutl en résulte alorsdf. [50, prop. 2.6])
que pour tout facteur simpl®& de h(X)(n), on a soitN ~ 1 soit Fy; # 1. Lhypothése de la
proposition 1.7 est donc vérifiée, d’ou le théoreme 1.10.

2. Premiéresapplications

COROLLAIRE 2.1.— Soit X € Biate(k). Alors, pour toutn, I'ordre du péle de la fonction
zéta((X,s) ens =n est égal au rang d&’H" (X ) (qui est fini d’aprés le théoréenfe10)

Démonstration. -Un cas particulier du théoreme 1.10 est que, Eyi'équivalence homo-
logique (relative a toute cohomologie de Weil) est égale a I'équivalence numérique. L'énoncé
résulte donc du théoréme 1.10 et de [63, th. 2.9].

La seconde application résulte de Geisser [16, th. 3.3] :

COROLLAIRE 2.2.— Si X € Biai0(k), alors la conjecture de Beilinson—Parshin est vraie
pour X : K;(X) est un groupe de torsion pour toit- 0.

(D’'aprésloc. cit., la conclusion du corollaire résulte de la conjugaison des conjectures de Tate
et de Beilinson pouX . Geisser démontre d’ailleurs ceci de maniére analogue au théoreme 1.10,
en faisant opérer les correspondances algébriques qUf ) ® Q par le théoréme de Riemann—
Roch et en montrant quk;(S) ® Q = 0 pour touti > 0 et tout facteur simplé de h(X) —

h(X) : cf. aussi variante dans la démonstration de la proposition 3.1 ci-dessous. Bien entendu,
c’est sa démonstration qui nous a inspir¢
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Remarque2.3. — Commedim X < 1 = X € Biate(k), ceci redonne des théorémes de
Quillen [54] et Harder [23] par une voie entierement différente. Noter que par contre on n’obtient
pas ainsi la génération finie des groupé$X ) [22] : & ce sujet, voir remarque 4.10.

NotonsH*(X,Q(n)) les groupes de cohomologie motivique Mea coefficients rationnels :
dans cette section, ils peuvent étre définis a la Beilinson comme espaces propres de groupes de
K -théorie pour les opérations d’Adams [58]. Pddrconnexe on a

H(X,Q(0)) = {(? Eﬁﬂii 2 0

Rappelons la

CONJECTURE 2.4 (Beilinson-Soulé). -Pour tout corpsK, on a H (K, Q(n)) = 0 pour
n>0et: <0.

Cette conjecture est connue pour les corps globaux et les corps de fonctions rationnelles en
une variable sur un corps global.

COROLLAIRE 2.5.— SoientX € Biate(k), d=dim X, K = k(X)) etn un entier> 0. Alors
la conjecture2.4vaut pourK en poidsn, et on a méme

H'(K,Q(n)) =0 pouri#n

dans les deux cas suivants

(i) d<2,

(i) n<2.
De plus, sous la conditioti), KM (K) et K,,(K) sont de torsion premiére A pourn > 3 et
KM(K) est de torsion impaire pout > 4.

Démonstration. Pouri > n, cf. Soulé [58, 2.8, cor. 1]. Pour le rest#, Geisser [16, th. 3.4] :
on utilise le corollaire 2.2 et la suite spectrale de coniveau pour la cohomologie motivique. Si
d < 2, les corps résiduels’ de X autres queK sont de dimensiof ou 1, donc les énoncés
“H'(F,Q(n)) =0 pouri <n”et“H'(F,Q(n)) =0 pourn > dim F” résultent de la remarque
2.3. Sin < 2, les poids intervenant dans les ternes? avecp > 0 sont< 1, et I'énoncé est
encore connu (Kratzer [40, cor. 6.8]). L'assertion “premieng’ aésulte de Geisser et Levine
[18] (voir aussi Izhboldin [24] poukM (K)), et la derniére assertion poeur k # 2 résulte de
la conjecture de Milnor (Voevodsky [64]).00

COROLLAIRE 2.6.— Soit A un anneau de valuation discrete de corps des fractibret de
corps résiduel{, ou K = k(X) avecX € Biato(k), dim X < 2. Alors, pour toutr > 0, la suite

0— Kni1(A4) = Kn1(E) = Kn(K) =0

(extraite de la suite exacte de localisation de Quijleat exacte.

Démonstration. -Soitm > 0 premier g = car k. Le diagramme commutatif au signe prés

Knio(E,Z)m) — K, 1(E)

| |

Kni1(K,Z/m) —— , K, (K)
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et la conjecture de Gersten pofi.(—,Z/m) (Gillet [21]) montrent que I’homomorphisme
résidu,, K,+1(F) — » K,(K) est surjectif. L'assertion résulte donc du corollaire 2.5 pour
n > 3, et est bien connue powr< 2 puisqu'alorsk,, (K) = KM(K). O

3. Classes de cycle motiviques
3.1. Cohomologie motivique

Nous définirons la cohomologie motivique d'ukevariété lisseX comme I’hypercohomolo-
gie de ZariskiH},, (X, Z(n)) des complexes de cycles de Bloch décaté4g,7,19,35] pour les
détails). Nous aurons aussi besoin de considérer I'hnypercohomologie de ces complexes par rap-
port a d'autres topologies, et de les comparer. En particulier, le résultat ci-dessous sera d’'usage
constant :

PrRoPOSITION 3.1 ([35, prop. 1.18]). -Pour toute variété liss&, les homomorphismes
Hy,. (X, Q(n)) — Hi (X, Q(n))

sont des isomorphismes.
On aaussi:
PROPOSITION 3.2. — S0it X € Biate(k). Alors HS, (X, Q(n)) =0 pouri # 2n.

Démonstration. -€ela résulte du corollaire 2.2 et du fait gtié, (X, Q(n)) ~ gr;lKgn_i(X)
[5]. (Variante : raisonner directement comme dans la démonstration du théoréme 1.10, en utili-
sant le fait que Frobenius agit sur ce groupe par multiplicationy’paef[16].) O

3.2. Cohomologiede Lichtenbaum

Nous allons utiliser la cohomologie introduite par Lichtenbaum dans{4@gtte cohomolo-
gie a été également étudiée par Geisser [17].

Rappelons [43, prop. 2.2] que la catégorie des faisceaux pour la topologie de Lichtenbaum sur
unek-varieté X de type fini est équivalente a la catégorie des faisceaux éadegivariants sur

X = X x;, k, ol I'action deZ sur X est donnée par le morphisme de Frobenius galoisien. Pour
un tel faisceauF, on pose

Hy, (X, F) = Hg, (X, F)*

et la cohomologie de LichtenbauHy;, est définie comme les foncteurs dérivés de
F Hy (X, F).

En particulier on a une suite spectrale [44, prop. 2.3]

(3.1) HP(Z,H{(X,C)) = Hy (X, C)

pour tout complexe de faisceaux étaleg€quivariants.

2 Lichtenbaum dénomme cette cohomologiil-étale cohomologyll nous parait plus pratique et plus juste de
la rebaptiser cohomologie de Lichtenbaum, la terminologie “cohomologie de Weil” pouvant de toute fagon préter a
confusion.
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Pour comparer cohomologie étale et cohomologie de Lichtenbaum, le point de vue de Geisser
[17, 82] est d'identifier la catégorie des faisceaux étales)Sul la catégorie des faisceaux
étalesZ-équivariants (topologiques discrets) skir oul Z = Gal(k/k) [12, Exp. XIII, 1.1.3].

Soit 7z(X) (resp.7;(X)) la catégorie des -faisceaux étaleZ-équivariantsesp. Z-équiva-
riants) : on a des foncteurs adjoints évidents

7§Tz(X)—>Tz(X), (7x)*Tz(X)—>Tz(X)

Notons7z et 7, les catégories de faisceaux correspondantes sur les “grands sites lisses”
correspondant a la catégoi§en /k desk-variétés lisses de type fini. On a des foncteurs adjoints
correspondants

V*ZTZ—VTZ, '7*:TZ_>TZ

induisant des foncteurs adjoints sur les catégories dérivées
’Y*D(Tz)ﬁD(Tz), R’Y*D(Tz)HD(Tz)

3.2.1. Miseen garde
Le foncteurR~. n’est pas conservatif. Par exemple, DQitn) le Z[Z]-module de suppo®,
I'action du générateur d& étant donnée par+— ¢"r. Alors Q(n) définit un objet de&7z, mais
onaH}, (X, Q(n)) =0 pour toutX € Sm/k dés quen # 0 : c’estimmédiat a partir de (3.1).
Pour obvier cet inconvénient, introduisons la sous-catégorie épalssgz) de D(7z)
formée des complexés tels queHy;, (X, C') = 0 pour toutX € Sm/k, et notons

D(7z) = D(Tz)/Din(Tz).

Soit 5* le composé de/* avec le foncteur de localisatioR(7z) — D(7z). Alors Ry, se
factorise en un foncteur exact
Ry, :D(Tz) — D(T3)

qui est conservatif par construction, et adjoint a droitg/tleNous aurons besoin dev, plutot
gue deR+, pour une formulation correcte du théoréme 5.2 (iv).

3.3. Cohomologiede Lichtenbaum motivique

Nous considérerons principalement la cohomologie de Lichtenbaum a coefficients dans
les complexes de cycles de Bloch. Pour toute Sm/k, le foncteur R(yx ). induit des
homomorphismes canoniques

H(X,Z(n)) — Hiy (X, Z(n)).

Le résultat suivant de Geisser sera d’'usage constant : ngtenBockstein et le générateur
de H},(k,Z) = Hom(Z,Z) envoyant (par exemple) le Frobenius géométriquels®n a de
longues suites exactes [17, th. 6.1]

(3.2) —>Hét(X,Z(n)) —>H%,V(X,Z(n))
— Hi7Y(X,Z(n) @ Q2 HiH (X, Z(n)) — -

ou 0 est donnée par la composition
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Hi ' (X,Z(n)) ® Q= HE (X, Q(n)) — Hy ' (X, Q/Z(n))
€ rri B yri
5 HL(X,Q/Z(n)) 5 HiN (X, Z(n))
(cf.[33, prop. 9.12)).
Rappelons que d’aprés Geisser et Levine [19, th. 1.5] et [18, th. 8.3], on a des isomorphismes

canoniques?, (X, Q/Z(n)) ~ @, H, (X, Q/Z(n)), ot la somme porte sur tous les nombres
premiers et

HE (X lim p™) pourl # p,

HL(X,Q/Z =9
& (X, Qi/Zi(m)) { He (X, limvy(n))  pourl =p,
ou 2" est le faisceau des racingsiémes de I'unité tordues et (n) est len-iéme faisceau de
Hodge—Witt logarithmique de niveau

On aaussi:

PropPOSITION 3.3 ([17, th. 6.5 et 6.7]). — dPour toutek-variété lisseX de dimensionl et
pour toutn > 0, on aH{;, (X, Z(n)) =0 pouri > sup(2d + 1,n+ d + 1).
b) Si X est de plus projective, on a un diagramme commutatif

HZ4(X, Z(d)) — H2Y(X,Z(d))% == Z & (fini)
Hy ™ (X, 2(d)) =—— HE(X, Z(d)z ———Z

ou l'isomorphisme24(X , Z(d))z = Z provient de 'lhomomorphisme “degré”
HXN(X,Z(d)) ~CHYX)— Z

(cf.[17, dém. du lemme 6.4 a)])
Nous aurons aussi besoin de la
PROPOSITION 3.4. — Pour toute variété liss&, H{;, (X, Z(n)) est de torsion pour > 2n + 1.
Démonstration. -Cela résulte par exemple du fait g€, (X, Q(n)) = H., (X,Q(n)) =0
pouri > 2n et de la suite spectrale (3.1)O

3.4. Classedecyclel-adique

Fixons un nombre premiée p. Nous allons utiliser une applicatictasse de cycle motivique
l-adique pour la cohomologie de Lichtenbau@ela revient a étendre les homomorphismes de
[35, 81.4]

H. (X, Z(n)) @ Zy — Hl o (X, Zi(n))

en des homomorphismes provenantfig (X, Z(n)) ® Z;.
(Rappelons que le groupe de droite est défini dans [35] comme I'hypercohomologie de I'objet
Z;(n)¢ := Rlim u;‘%” de la catégorie dérivée des faisceaux abéliens{gyr ce n’est autre que

la cohomologie étale continue de Jannsen [25]. Le corps dekbétmt fini, les théorémes de
finitude standard impliquent que I'homomorphisme naturel

i
Hcont

(X,Zi(n)) — Um HE (X, pi™)
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est un isomorphisme : ce groupe coincide donc avec celui considéré par exemple dans [9].)
Indiquons rapidement comment on procéde : no@n&Sm/k)s. — (Sm/k)zar le foncteur

de projection entre les sites définis par la catégérig k desk-variétés lisses de type fini munie

respectivement des topologies étale et de Zariski. Dans [35, th. 1.17], nous avons défini un objet

Z(n) € D~ (Ab((Sm/k)zar)) dont la restriction & touté-variété lisseX est quasi-isomorphe

au complexe de cycles de Bloch de poidsur X, puis un morphisme dans la catégorie dérivée

[35, (1.8)]

L
(3.3) a*Z(n) © Zy — Zy(n)5,
ou Z;(n)¢, = Rlimuf," dans la catégorie dérivée des faisceaux étales, que nous identifions

canoniquement &(7;) (cf. 3.2).
Définissons de ménig,; (n)§, = Rlim~*u5™ dansD(7z) (ibid.). On a alors un morphisme

composé
(3.4) Y'a Z(n) — v Zi(n)g — Z(n)iy-

C’est le morphisme cherché : il induit des homomorphismes
Hiy (X,2(n)) © Zi — Hiy (X, Za(n)5y).
Il reste & remarquer que I'adjoil; (n)5, — R7.Z;(n)§, du morphisme
Y Zi(n), — Za(n)iy

est un quasi-isomorphisme : cela résulte du fait fde et Rlim commutent et de I'analogue
de (3.2) a coefficients;,", qui montre queusy™ — Ry.y*ui" est un quasi-isomorphisme pour
toutn (cf.[17, cor. 3.4]). On en conclut que ’homomorphisme canonique

7
Hcont

(X,Zu(n)) — Hy (X, Zi(n)fy)
est bijectif, et on en déduit bien I'application “classe de cycle” promise :

C

(3.5) Hiy (X,Z(n)) @ Zy — Hl i (X, Zi(n)).

(Bien entendu, on pourrait aussi procéder naivement a partir de [19, § 3.7], qui est de toute
facon a la base de notre construction, voir aussi [6, § 4], en définissant (3.5) “variété par variété”
et en évitant [35, (1.8)], mais les détails seraient plus pénibles a rédiger.)

En fait :

LEmMME 3.5.— L’homomorphisme(3.5) n'est autre que celui induit par le morphisme
®,:a*Z(n) @ Z,(0)¢, — Zi(n)S, de[35, conj. 3.2]

Démonstration. -Rappelons qué,, est défini comme la composition

L
& — Z1(n)g, ®Z1(0)g, — Zu(n)g,

L
a*Z(n) ®Z;(0)

ou la premiere fleche se déduit de (3.3) et la suivante est donnée par le cup-produit. Nous allons
voir que®,, se déduit de (3.4) par application du fonctéty,..
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En effet, on a déja vu le quasi-isomorphisign)s, — Rv.Z;(n)S; . D’autre part, d’apres
[17, th. 3.3], le morphisme de double adjonction

L
(3.6) Ry.Z® " Z(n) — Ry.y*a*Z(n)

est également un quasi-isomorphisme. Dans [33, th. 4.6 et 6.3], nous avons établi un quasi-
isomorphisme

Zl(O)gt ~7Z°®R7Z,
ou Z¢ est un certain complexe de longuduiEnfin, dans [17, th. 4.2], Geisser établit un quasi-
isomorphisméeZ¢ ~ R~,Z. L'assertion résulte aisément de tous ces quasi-isomorphismes, en
suivant leurs définitions respectivess
3.5. Classedecycle p-adique

Posons
Z,(n)g, = Rlimv, (n)[—n] (n>0)
ouv,(n) est len-iéme faisceau de Hodge—Witt logarithmique de niveaet de méme

Z,(n)fy = Rlim v, (n)[~n].

Pourn < 0, on poseZ,(n)é, =0 etZ,(n)§, =0.
En passant a la limite sur la construction de [18, dém. du th. 8.3], on obtient une classe de
cycle motiviquep-adique pour la cohomologie étale
" Z(n) ® Zy — Zp(n)g
puis une classe de cycle motiviquedique pour la cohomologie de Lichtenbaum
3.7) V' Z(n) ® Zy — v Zyp(n)g, — Zp(n)iy
et plus concrétement, pour une variété lidselonnée, des homomorphismes

(3:8) Hiy (X, Z(n)) ® Zp = Hiony (X, Zp(n))

ou H?

cont

(X, Zy(n)) = H{ (X, Zp(n)§,) — Hiy (X, Zy(n)fy) (cf. 3.4).
3.6. Bijectivitédes classes de cycle

THEOREME 3.6. — Si X € Biate(k), (3.5)est un isomorphisme pour toils: et tout! # p, et
(3.8)est un isomorphisme pour tous.

Démonstration. Jraitons d’abord le cas de (3.5). D’aprés le lemme 3.5, il suffit de voir que
le morphisme induit pa®,, est un isomorphisme pour tout, cela résulte du théoreme 1.10, du
corollaire 2.1 et de [35, th. 3.4]. (On pourrait aussi procéder directement a partir de la conjecture
de Tate et du théoréme 1.10, mais ce serait plus laborieux.) On en déduit déja :
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LEMME 3.7.—Pour X € Bue(k), onaHj;, (X, Q(n)) =0 pouri < 2n et la composition
CH"(X) ® Q= Hzy (X, Q(n)) — Hy' (X,Q(n))

est un isomorphisme pour toat> 0.

Démonstration. e premier point résulte par récurrence sute la suite exacte (3.2f
propositions 3.1 et 3.2). Cette méme suite exacte implique alors que

HE' (X, Q(n) — Hyi' (X, Q(n))

est un isomorphisme, et on conclut par la proposition 3@.

Démontrons maintenant que (3.8) est aussi un isomorphisme. On procéde directement, en
imitant la méthode de [35, §3.4] : on remarque d’abord que la version de (3.8) a coefficients
Q,/Z, est un isomorphisme d’aprés [la faisceautisation étale de] [18, th. 8.3] (ce fait est vrai
pour toutek-variété lisse). Par le lemme des 5, on se ramene a démontrer que .85t un
isomorphisme.

On sait déja quéd};, (X, Q(n)) = 0 pouri < 2n (par le lemme 3.7) et pour> 2n + 1 (par
la proposition 3.4). La méme chose est vraie pour les groffigs (X, Q,(n)), en utilisant un
théoréme de Gabber [9, th. 3] et la suite exacte longue

= H (X v () = Hlgni (X, Zy(n))

cont
- H(Z:lont (X’ Qp(n)) - H;‘;n (X’ Voo(n)) o

Il reste donc a traiter les cas= 2n eti = 2n + 1. Milne [48, prop. 5.4] a démontré qu’on peut
utiliser I'action galoisienne sur les group&k (X, Q,(n)) a la place de I'action de Frobenius
sur la cohomologie cristalline pour calculer la fonctidiX, s). En particulier, en tenant compte
de I'hypothése de Riemann [11] et de [38], cela démontre que

(3.9) Hi(X,Qp(n))G:Hi(X,Qp(n))G:O pouri # 2n

(cf.[9]). Considérons le diagramme commutatf. (35, dém. de la prop. 3.9])

HEH(X,Z(n) © Qp ——= HZL (X, Qp(n)) —— HZGL (X, Qp(n)”

cont cont
(3.10) -elz l fl

HE (X, 2(n) © Qp — Hig i M (X, Qp(n)) =—— Hl (X, Qp(n))e

ou f est la composition

H2, (X, Qu(n)) ¢ = HZ (X, Qpln)) — H (X, Qu(n)
(voir [48, prop. 6.5] pour la commutativité du carré de droite). La fleche verticale de gauche est
un isomorphisme par le cds# p, et les fleches horizontales de droite sont des isomorphismes
grace a (3.9).

En procédant comme dans [63, §2] et en utilisant [48, prop. 5.4] et [38], on voit que le
corollaire 2.1 implique qug¢ est bijective et que la composition

CH"(X)® Qy — HE (X, Z(n)) © Qp — H2, (X, Qp(n))
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est surjective. De plus, le théoréme 1.10 implique que cette composition est injective. En utilisant
le lemme 3.7, on en déduit que la composition horizontale supérieure dans (3.10) est bijective. Il
en résulte que tous les homomorphismes de (3.10) sont bijectifs.

3.7. Conséquences

COROLLAIRE 3.8.— Si X € Byate(k) etd =dim X,
a)L’accouplement

(3.11) Hi (X, Z(n)) x HiF (X, Z(d —n)) — Hi} (X, Z(d)) — Z

est non dégénéré modulo torsion pour tout
b) Pour tout(i,n), I'accouplement

Hiy (X,Z(n)), x HXH'H(X,Q/Z(d—n)) — HXH (X, Q/Z(d)) = Q/Z

tors

induit un accouplement parfait de groupes finis

Hyy (X, Z(n)),, .. x Hift* (X, Z(d—n)),,.. — Q/Z.

tors
c) (cf. [44, introduction])Les groupedd}, (X, Z(n)) sont de type fini pour tout, finis pour
i ¢ {2n,2n+ 1} ou pourn > d et nuls pour < 0 (sin > 0).
d) Le noyau et le conoyau du cup-produit par

H3 (X, 2(n) — HE ™ (X, 2(n)

sont finis.
e) L’homomorphisme canonique

Hét (Xv Z(n)) - H%/V (Xv Z(n))

est un isomorphisme pouk 2n.
f) Pour toutn € Z, on aH{;, (X, Z(n)) = 0 pouri > 2d + 1.

Démonstration. H résulte de [11,38,15] quél! . (X, Z;(n))tors €St fini pour touti € Z, y
compris pouri = p, et nul pour presque tout(cf. [9, th. 2 et 3]). De plusH¢ . (X,Z;(n)) est
fini pouri # 2n,2n + 1 ou pourn > d (ibid.). Il résulte d’abord de ceci et du théoréme 3.6 que
c) est vrai pout ¢ {2n,2n + 1} oun > d, et est vrai pout € {2n,2n + 1} aprés tensorisation
parZ; (pour toutl).

L'assertion b) est vraie aprés tensorisation Papar le cas de la conomologie étale continue
(cf.[48, th. 1.14] pour le cas= p) ; sa version entiere en résulte directement. De méme, a) est
vrai apres tensorisation pdj;. La version entiére de a) et de c) résulte alors du lemme suivant,
gue nous n'avons pas trouveé dans la littératafgéoutefois [47, Ch. V, 83, Lemma 3.26]) :

LEMME 3.9. - SoientR un anneau commutatif e x B — R un accouplement de deux
R-modules platsA, B.

a) Supposons que cet accouplement devienne non dégénéré apres tensorisafipippar
un idéal premiell de R, ou R; désigne le complété d@ en!. Alors il est non dégénéré.

b) Supposonsg intégre noethérien et sok” son corps des fractions. Si, de plus® K ou
B ® K est unK-espace vectoriel de dimension finie, algret B sont de type fini.
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Démonstration. -a) Considérons I’'homomorphisme
(3.12) A — Hom(B, R).
NotonsA; := A ®g R, etc. On a une chaine d’homomorphismes
A; — Hom(B, R); — Hom(By, R;)

ou la composition est injective par hypothése. Par conséquent, le premier homomorphisme est lui
aussi injectif. Commed est plat,A — A; est injectif, donc (3.12) est aussi injectif. On procéde
de méme pour montrer la non-dégénérescence de I'autre coté.

b) Pour fixer les idées, supposons dglienx B ® K < co. Soit (by,...,b,) une famille
d’éléments deB qui définit une base d8 ® K, et soit B’ le sous-module dé&3 engendré par
lesb;. Comme pour tout € B, il exister € R tel querb € B’, I'application

Hom(B, R) — Hom(B', R)

est injective. DoncA s'injecte dans urkR-module de type fini et il est donc lui-méme de type
fini. En échangeam et B, on obtient la méme conclusion poBr O

Revenons a la démonstration du corollaire 3.8 : il reste a démontrer d), e) et f). L'assertion
d) résulte de c) et du fait qu’elle est vraie aprés tensorisatiorQpazomme il résulte de la
démonstration du théoréme 3.6. D’autre part €) découle de c) et de (3.2), par récurrence sur
Pour voir f), on peut supposer> d d'aprés la proposition 3.3 a). En réutilisant c) et (3.2), on
obtient une chaine d'isomorphismes

H 7' (X,Q/Z(n)) = H. (X, Z(n)) = Hyy (X, Z(n)).

Pouri > 2d + 2, I'assertion résulte de la dimension cohomologiqueXdepouri = 2d + 1,
elle résulte de [31, th. 2] et de la suite spectrale de Bloch-Ogus.

CoOROLLAIRE 3.10. —Les conjectures dgt3, §7]sont vraies poutX € Biae (k).

Démonstration. -Rappelons tout d’abord ces conjectures [43, §7] en termes modernes; étant
donné une:-variété projective liss& :

1. H{ (X, Z(n)) =0 pouri grand.

2. HZ"(X,Z(n)) est un groupe abélien de type fini.

3. H},(X,Z(n)) estfini pouri # 2n, 2n + 2, nul pouri < 0 lorsquen > 0.3

4. H2%(X,Z(d)) est canoniqguement isomorph€gZ, oud = dim X.

5. L'accouplement

HE (X, Z(n)) x HZ (X, Z(d —n)) — HZ?(X,Z(d) — Q/Z
est “parfait”, au sens qu’il définit une dualité parfaite de groupes finis pgu2n et une
dualité parfaite entre un groupe de type fini et un groupe de cotype finiipe@n. En
particulier,rg H24(X,Z(d)) = 1.
6. Les groupe#l?"(X,Z(n)) et H'~*"(X,Z(d — n)) ontle méme rang(n).
7. m(n) est'ordre du pdle de la fonctiod (X, ¢) ent = ¢~ " ({(X, s) = Z(X,q™*)).

3 Cette conjecture de nullité résulte de 'axiome (1) de [43, §3]; il est pratique de l'insérer ici.
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8. lim; (1 — ¢"t)™M Z(X,t) = £qX(X:Oxm)\ (X, Z(n)), avec

vXzm) = [ |HL(xZ0m)
1#2n,2n+2

% |Hé2tn(Xa Z(n))sors| HéQ'ZlJrQ(Xa Z(n))cotors|
Rn(X)
ou R, (X) est la valeur absolue du déterminant de I'accouplement

HZM(X,Z(n)) /tors x H3~?"(X,Z(d — n)) /tors — HZ! (X, Z(d)) /tors — Z

par rapport a des bases quelconques/ge(X,Z(n))/tors et de
H272(X,Z(d — n))/tors, et

X(X,0x,n)= Y (1) (n—i)hi;, hi; =dim H’ (X, Q).

o<ign
0<j<d

En fait, X étant quelconque, les énoncés 1 et 4 ne sont plus des conjectures, ni le fait que
rg H24(X,Z(d)) = 1 : vu (3.2), le point a) de la proposition 3.3 implique la conjecture 1 de
Lichtenbaum pout > 2d + 2 et le point b) implique la conjecture 4 et le fait g (X, Z(d))
est de type fini et de rang Cela peut d’ailleurs s’obtenir directement.

Il reste a traiter les conjectures 2, 3, 5, 6, 7 et 8. La conjecture 2 résulte du corollaire 3.8 c) et
e), ainsi que la conjecture 3 poi 2n ; le reste découle du corollaire 3.8 c) et de la suite exacte
(3.2). De méme, 5 découle du corollaire 3.8 a) et b), via (3.2), et 6 découle du corollaire 3.8 a) et
e). Enfin, 7 découle du corollaire 3.8 €) et du corollaire 2.1.

Pour 8, on préfére démontrer la variante de [17, th. 8.1] (voir aussi [53, th. 10.7]), qui lui est
équivalente via (3.2) :

8w lim; . (1 —¢"t)"MZ(X,t) = £g¥XOxm)y (X, Z(n)), avec

(X, Z(0) = X (Hiy (X, 2 (). -¢) = [ ]| iy (X.2(0),,,| T+ R

etx(X,Ox,n) comme dans 8, ol est vu comme une dérivation de dedrdu groupe
graduéH;;, (X, Z(n)) et R, (X) est la valeur absolue du déterminant de I'accouplement
(3.11) vu modulo torsion par rapport a des bases quelconquEgHeY, Z(n))/tors et
de Hy?~?"(X, Z(d — n))/tors.
On peut procéder comme dans [49, th. 4.3 et cor. 84B@, cor. 7.10 et th. 9.20] et [17, dém.
duth.8.1])). O

Remarque3.11. — Il est facile de préciser le signe dans la conjecture 8 de Lichtenbaum : on
remarque simplement qug X, s) est a valeurs réelles positives pouréel assez grand et ne
s’annule pas pout > d. Le signe ers = n ne dépend alors que de l'ordre des zéros patim :

on trouve qu’il est égal é—l)zwn m(a),
COROLLAIRE 3.12. - S0itX € Byate(k). Alors, pour tout, on a une suite exacte
0—CH"(X){I} - CH"(X)®Z; ® HZ" " (X,Qi/Zi(n))
— HZ (X, Zi(n)) — CH™(X) @ Qu/Zy — HE' (X, Qu/Zi(n)).

En particulier, on a une suite exacte
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0 — Ker(CH™(X) ® Qu/Zi —5 HZ (X, Qu/Zi(n)))
— Coker(CH™(X) ® Zy <L H2r (X,Zi(n)))

cont

— Coker(CH™(X){l} 25 H2" (X, Qi/Zi(n))) — 0

ol ¢l est la classe de cycleadique,cl est la classe de cycle a coefficients divisibleld est[un
raffinement diiraffinement de Bloch de la classe de cyietique sur les cycles algébriques de
torsion[4].

Démonstration. €ela résulte immédiatement du diagramme commutatif de suites exactes

0 0 0
CH™(X){l} = Hy" " (X, Qu/Zi(n)) — HZ" (X, Qi/Zi(n))

Zar

CH"(X)®Z = HZ'.(X,Z(n)) ® Z

H2" (X, Zi(n))

cont

~

CH"(X)®Q =HZ"(X,Z(n) @ Q

Zar

HEL (X, Qu(n))

cont

CH™(X)® Qu/Zi = H7.(X,Qi/Zi(n)) — HZ"(X,Qui/Zi(n))

0 0

La partie droite de ce diagramme est commutative par construction (les fleches horizontales
émanent de la composition de (3.3) et du morphi&fe) — Ra.a*Z(n)). Le 0 supérieur de
droite provient de la conjecture de Weil, comme dans [9] (donc est valable pous JoGbmpte
tenu de la proposition 3.1, celui du milieu provient du corollaire 3.8 c) et e) et I'isomorphisme
provient de ce corollaire et du théoréme 3.6 (ils utilisent donc le faibq@eB; ... (k)). L'égalité
(isomorphisme canonique) de la deuxiéme ligne résulte de Bloch [5,7]; les autres se déduisent
de ce qui précede. Le fait que la composition de la deuxieme ligne soit la classe deayicjae
de Jannsen [25, (6.14)] est expliqué dans [35, lemma 1.23]. Enfin, le fait que la fleche horizontale
supérieure redonne I'application de Bloch gyseut se voir comme dans Raskind [55, §2]1

CoROLLAIRE 3.13 (f. [48, remark 5.6 a)], [53, 83]).Soit X € Biate(k). Pour que
I'application cyclel-adique entiereC H™(X) ® Z; — H?" . (X,Z,(n)) soit surjective, il faut
et il suffit que

(i) la classe de cycle a coefficients divisibles

CH"(X)® Q)27 -5 HZ' (X, Qu/Zy(n))

soit injective
(i) rapplication de BlochC'H™ (X){l} % H2"~'(X,Q./Z(n)) soit surjective.
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4. Variétésouvertes

LEMME 4.1. - SoitX unek-variété projective lisse de dimensidnAlors sous les conditions
suivantes
(i) d<1,
(i) n<1,
les groupesHy, (X, Z(n)) sont de type fini poui # 2n + 1. lls sont finis pour # 2n,2n + 1
ainsi que poum > d, et nuls pour <0 sin > 0.

Démonstration. -Si n = 0, I'énoncé résulte de [44, th. 3.2]. Supposoms= 1 : alors
Z(1) = G,»[—1]. La suite exacte (3.2) se retraduit en une suite exacte

(4.1) - — Hi Y(X,Gr) — Hiy (X, Z(1)) — Hi (X, Gn) © QS HY(X,G) — -+ .

1—2

Le groupeH;, *(X,G,,) ® Q est nul pouri # 3. Le groupeH};,(X,Z(1)) est donc nul pour

1 <0, isomorphe &* pouri =1 (ouU E est le corps des constantesXgdonc fini, et isomorphe

a Pic(X) pouri =2, donc de type fini par le théoréme de Néron—Severi. Roui3, il est
isomorphe a un quotient dHét_l(X, Gy); par la suite exacte de Kummer, ce groupe est lui-
méme isomorphe &’ (X, (Q/Z)'(1)) qui est fini par [9, th. 2]. Enfin, sk est un point, les

H (X,G,,) sont finis pour tout, donc aussi le¢l};, (X, Z(1)). Ceci démontre (ii).

Si X est un point ou une courbe, toute la stratégie de démonstration conduisant au
corollaire 3.8 s’applique : la conjecture de Tate est vraie pouet I'équivalence rationnelle
coincide avec I'équivalence numérique, donc le théoreme 3.6 est vrai Foudn en
déduit (i). O

Remarqued.2. — D'aprés (4.1), la génération finie d&}, (X, Z(1)) implique la finitude
de HZ(X,G,,) = Br(X), elle-méme équivalente a la validité de la conjecture de Tate en
codimension pour X . Cette implication est donc en fait une équivalence par les raisonnements
du paragraphe précédent.

LEMME 4.3. - SoitX unek-variété lisse de dimensiah Alors sous les conditions suivantes
(i) d<1,
(i) n<1,
les groupesH}y, (X, Z[1/p](n)) sont desZ[1/p]-modules de type fini pour< n oui > 2n + 1.
IIs sont finis pout ¢ [n,2n + 1] ainsi que poum > d, et nuls pour < 0 sin > 0.

Démonstration. -£n partant du lemme 4.1, on utilise la méme méthode de dévissage que celle
de [36, dém. du th. 1] : c’est loisible car les grouggs (X, Z[1/p](n)) satisfont & un théoréme
de pureté, ce qui se réduit a la pureté de la cohomologie étale [35, cor. 1.19] via I'isomorphisme
(3.6) (c’est pour avoir cette pureté qu'il est nécessaire d'inversdre seul point a vérifier est
qgu’on ne “perd” pas de génération finie quand on utilise le théoréme de de Jong [28].

Soit doncl/ — U un revétement fini de variétés lisses, et supposonsgjyéU, Z[1/p](n))
soit unZ(1/p]-module de type fini. Par un argument de transfert,

Ker(Hjy, (U, Z[1/p](n)) — Hjy (U, Z[1/p)(n)))

est d’exposant fini, disons:. Mais H. ' (U, u2") = Hi; ' (U, u&") est fini par [13, Th.
finitude], ce qui montre que ce noyau est fini, d’ou la génération finig€U, Z[1/p](n)). O

La proposition suivante raffine le corollaire 2.5 :

PROPOSITION 4.4. — SoitU un ouvert non vide d&’, ou X € By.i.(k), et soit

d=dim X =dimU.
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Alors, dans les deux cas suivants
(i) d<2,
(i) n<2,
les conclusions du lemnde3 sont vraies pout/.

Démonstration. Méme méthode que ci-dessus, en utilisant le corollaire 3.8 c¢) et le
lemme 4.3. Plus précisément :

Notons Z = X — U (structure réduite) et stratifion® par sa chaine canonique de lieux
singuliers &y = Z, Z, 11 = (Z,)sing). Il suffit de voir que, pour tout > 0, le groupe

Hﬂv (Zr = Zrs1,Z[1/p)(n — cr))

vérifie les hypothéses du lemme 4.3,@test la codimension d&, dansX.

a) Sid < 2, lesZ, — Z,_; sont soit des points soit des courbes, et on est dans le cas (i) du
lemme 4.3.

b) Sin <2, 0nan — ¢, <1 pour toutr, et on est dans le cas (ii) du lemme 4.32

THEOREME 4.5. — SoientX € By.i.(k) etU un ouvert deX. Alors les groupes
H(U,Ksy), HY(U,Ky), H*(U,K2) = CH*(U)

sont de type fini. Le groupE;(K )ing €st égal ak’s(k), ou K est le corps des fonctions dé
(ou del).

Démonstration. -Si I'on acceptait d’'inversep, ce résultat se déduirait directement de la
proposition 4.4 via [32, th. 1.1 et 1.6]; pour obtenir un résultat exact, on est obligé de refaire la
démonstration (pureté) avec la cohomologie de Zariski motivique plutét qu'avec la cohomologie
de Lichtenbaum motivique.

Traitons d'abord le cas d& : d'aprés [32, th. 1.6], les groupes cités ne sont autres que
H'(X,Z(2)) pouri respectivement égal 2 3,4 et 1. D’autre part, d’aprésoc. cit,, th. 1.1,
I'homomorphismeH (X, Z(2)) — H¢ (X, Z(2)) est bijectif pouri < 3 et injectif pouri = 4.
L'énoncé pour lesH* (X, K5) résulte donc encore du corollaire 3.8 c). De plus, on obtient que
K3(K)ina est de type fini. Mais, d’aprés Merkurjev et Suslin [46], 'homomorphisme

K3(k) — K3(K )ina

est injectif & conoyau divisible ; il est donc bijectiff([29]).

(Dans [32], nous travaillions avec le compldxg) de Lichtenbaum : les raisonnements sont
identiques en remplacah{2) parZ(2) et en utilisant les résultats de Merkurjev et Suslin [45,
46].)

Dans le cas général, on raisonne comme dans la démonstration de la proposition 4.4, en
utilisant le théoreme de pureté pour la cohomologie motivique et le fait que les groupes
HY (X,Z(m)) sont de type fini pourn < 1 et toutek-variété lisseX : pourm = 0 c’est
évident et pourn = 1 cela se réduit & la génération finie B€X,G,,) (i = 1) et dePic(X)
(i=2).% O

40n peut réduire la preuve de la génération finigPde(X') au cas projectif en passant par le théoréme de de Jong,
par le méme raisonnement que dans la démonstration du lemme 4.3.
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THEOREME 4.6. — SoientX € Bia(k) de dimensiorng 2 et K = k(X). Alors on a des
isomorphismes canoniques

(K,]Z”(K) @ EB H* " YK, (Q/Z)’(z’))) ®Z) — Kn(K)® L

0<i<n—1

(Q/2)()= lim .
(m,cark)=1
De plus,KM (K) est de torsion poun > 3 et nul pourn > 4.

Démonstration. -Supposons d'aborchr £ = 2. Alors le second facteur du membre de gauche
est nul. Lisomorphismé 2 (K) ® Zs) — K, (K) @ Z(2) résulte de [18].

Supposons maintenaadr k # 2. Pour construire le morphisme, on part des isomorphismes
de [34,th. 1] :

P HITUK ) T Kn (K, Z/2).
0<i<n+1

En prenant la limite inductive sut, on obtient des isomorphismes

@ HéQti_n_l(KvQQ/Z2(i));> n+1(KaQ2/Z2)'

0<isn+1
On obtient ’homomorphisme de I'énoncé en composant avec le Bockstein
Kn1(K, Q2/Z2) — Kn(K) ® Z)

et en négligeant les facteurs-n,n + 1.
Pour montrer que cet homomorphisme est un isomorphisme, on raisonne comme dans [34] en
utilisant la suite spectrale (convergente) de Bloch—Lichtenbaum [8]

(4.2) EPY = HP™9(K,Z(—q)) = K_,_4(K).

Tout d’abord, le corollaire 4.4 montre que le groufé, (K,Z(n)) est de torsion pour
i < n. Il en résulte que le Bocksteidl,, (K, (Q/Z) (n)) — Hy, (K,Z[1/p](n)) est un
isomorphisme poui < n. D’autre part, la conjecture de Milnor [64] et [19] montrent que les
homomorphismes7;, ! (K, Q2/Z2(n)) — Hi ' (K,Q2/Z2(n)) sont des isomorphismes pour

i < n. On en déduit des isomorphismes
(4.3) Hl (K, Q2/Zs(n)) — Hy (K, Z(n)) @ Zezy, i<n.

En utilisant la compatibilité de (4.2) aux produits et aux transferts [14,42] et les isomor-
phismes (4.3), et en examinant la construction des homomorphismes du théoréme 4.4, on dé-
montre comme dans [34, §83] que ces derniers détruisent successivement les différentielles de
la suite spectrale (4.2) (localisée 2het scindent la filtration donnée par celle-ci sur I'abou-
tissement. Ceci conclut la démonstration, et donne de plus que la suite spectrale (4.2) dégénere
canoniguement aprés localisationzn O

COROLLAIRE 4.7.— L'algebre K.(K) ® Z) est engendrée par les unités etAathéorie
du sous-corps des constantes, a transfert prés.
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Démonstration. €ela résulte de la construction dans [34] des fleches donnant naissance a
'isomorphisme du théoréme 4.6. Plus précisément, 'homomorphisme composé

P K, (WK)@H (K, Qo/Za(n+1—1))

[k:k]<oo
- P HY KK, Qo/Zo(i)) <5 HY (KK, Qo) Zo(i))
[k :k]<oo
est surjectif pour toud < i <n — 1 d’apres la conjecture de Mllnor et [30, th. 1]. D’autre part,

on a d’aprés Quillen des |som0rph|srrfé§n_21+1(k ) ® Zoy — HO(K',Qz/Za(n+ 1 —1)).
Enfin, la composition de la surjection induite

B K, (WE)® Kanais1 (k) © Ziay — H* "7V (K, Qu/Zs(i))
[k’ :k]<oo

avec la fleche du théoréme 4.6 n’est autre par constructiofid3@]) que celle donnée par le
produit enK -théorie. Le corollaire en résulte.

Remarque4.8. — En passant a la limite sur les extensions finieskd®n déduit du
corollaire 4.7 que la conjecture de Suslin [60, conj. 4.1 et note] est vraie apres localisation en
pourle corpd. = kK : l'algeébreK. (L) ® Z) estengendrée pdf (L) @ Z ) et K. (k) ® Zy).

Remarque4.9. — SoitU un ouvert deX, ou X € Biato(k) et dim X < 2. On peut montrer
qgue, pour toub € Z

() (U, 5)=(1—q"*)*(s), aveca, = }_(~1)"+' rg H (U, Z(n))

(i) o(n ) 1%, ind(8,)"1""" & une puissance deprés
ou

a) Hﬁ’ét(Uv Z(n)) = HgtdiT(Uv Z(d - n))

b) 9,: Ho5(U, Z(n)) ® (Q/Z) — HE (U, Z(n))ers|1/p] €St un certain homomorphisme

induit par lhomomorphismé de (3.2), dont le noyau et le conoyau sont finis
¢) ind(9,) = | Ker d,|/| Coker d,.|.
Voir [33, th. 9.16].

Remarque4.10. — Sil'on essaye d’'étendre les résultats du théoréme 4.5 aux poids supérieurs,
on se heurte d’abord a la conjecture de Bloch—Kato (isomorphisme Hetl&orie de Milnor
modulom avec la cohomologie galoisienne). Pour les besoins de la discussion, supposons celle-
ci connue. Alors le résultat principal de Geisser et Levine [19] implique que le morphisme
canonique

Z(n) — t¢n+1 Ro o Z(n)
est un quasi-isomorphisme dabs ((Sm/k)z.,). Concrétement, on en déduit que, pour toute
k-variété lisseX, ’lhomomorphisme

H}.. (X, Z(n)) — H (X, Z(n))

est unisomorphisme pouk n+ 1 et estinjectif poui = n 4 2. Si X est par exemple un produit
de courbes elliptiques, cela implique via le corollaire 3.8 c) e, (X, Z(n)) est de type fini
pouri < n + 2.

Pourn < 2, ceci couvre toute la cohomologie motivique de : c'est le théoréme 4.5.
Examinons le cas = 3. On obtient une suite exacte :
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0— Hp,.(X,Z(3)) — H3 (X, Z(3)) — Hy,. (X, R Z(3))
— CH3(X) — H$ (X, Z(3)).

Ceci montre quesous la conjecture de Bloch—Kato et palire By (k), CH3(X) est de
type fini si et seulement si le groupe de cohomologie non ramifiée

Hgar (X’ R5a*z(3)) = Hgar (X7 Hgt ((Q/Z)/(?))))

est[de typé fini.

Pour rendre la discussion ci-dessus inconditionnelle, on peut localider@net utiliser le
théoréme de Voevodsky [64]. On peut aussi localisdr-em et utiliser le théoréme de Geisser—
Levine [18].

On peut aller un peu plus loin en interprétdf, (X, R°«.Z(3)) comme un groupe de
Chow a coefficients a la Rost [56], via la “conjecture de Gersten” [10]. Cette interprétation
montre immédiatement ques correspondances de Chow opérent sutfés, (X, R Z(n)).

En utilisant la formule du fibré projectif pour ces groupes [20], on en déduit que la notation
HE (M, Ri«,Z(n)) a un sens pour tout motif de Chaw, avec

Zar

HP

Zar

(M(1),R%.Z(n)) = Hy ' (M, R" 0. Z(n - 1)).

D’autre part, Frobenius opére shf,, (M, R%«.Z(n)) par multiplication pag™ : se rame-
ner au cas d’une variété projective lisse et passer par l'interprétation a la Rost, en raisonnant
comme dans [57, prop. 2]. Sif est un facteur direct simple dg X ) = h(X), on en déduit
que Py (¢")HY, (M, Rl Z(n)) = 0, donc queHy, (M, Ria,Z(n)) est d'exposant fini si
M # L™ Pourp=0etn >0, onaH, (L" Ria,Z(n))=0; on en conclut, incondition-
nellement, quesi X € Biate(k), HY, (X, R°a.Z(3)) est d’exposant finiJe ne sais pas faire
mieux.

Il serait amusant de donner un exemple o2+arsion deH?, . (X, HZ ((Q/Z)'(3)) estinfinie.

Zar

5. Prospective

Rappelons le résultat principal de [35] :

THEOREME 5.1 ([35, th. 3.4]). —Les trois conjectures suivantes sont équivalentes
(i) Le théoremd..10 @vecX’ = Speck) et le corollaire2.1sont vrais pour touté-variété
projective lisseX.
(i) Pour toutn > 0, le morphismed,, du lemme3.5 (elatif & un nombre premiet # p
donng est un quasi-isomorphisme.
(iii) Pour toutn > 0, le complexeZ;(n), (relatif & un nombre premiet # p donng est
malléable(voir [35, déf. 2.16]pour la définition de malléab)e

Les méthodes précédentes conduisent en fait a d’autres formulations de ces conjectures :

THEOREME 5.2. — Les conjectures du théorérBel sont encore équivalentes aux suivantes
(iv) Pour toutn > 0, le morphismég3.4) (relatif a un nombre premiet# p donné est
un quasi-isomorphisme dai¥(7z) (cf. mise en gard8.2.1)
(iv bis) Pour toutn > 0, le morphism¢3.5)ou (3.8) (relatif & un nombre premierdonng
est un isomorphisme pour toutevariété projective lisseX .
(iv ter) Pour toutn > 0, tout nombre premiet et toutek-variété projective lisseX, les
morphismeg3.5) et (3.8) sont des isomorphismes.
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(v) Pour toutek-variété projective lisseX, les groupes|;, (X, Z(n)) sont de type
fini.

(v bis) Pour toutek-variété lisseX, les groupesH;, (X, Z[1/p](n)) sont desZ[1/p]-
modules de type fini.

(v ter) Pour toutek-variété projective lisseX, les groupesHy;, (X, Z)(n)) sont des
Z;-modules de type fini, aiest un nombre premier donné.

(vi) Pour toutek-variété projective lisseX, la forme forte de la conjecture de Tate
(concernant (X, s)) est vraie et le motif de Choi(X') est de dimension finie au
sens de Kimura.

(vi bis) Pour toutek-variété projective liss&X, la forme forte de la conjecture de Tate est
vraie et I'algébre des correspondances de Chow CHY™ X (X x X) ® Q est
semi-primaire son radical de JacobsoR est nilpotent et/ R est semi-simple.

(viter) La conjecture de Tatecohomologique, relative a un nombre premietonng est
vraie pour lesk-variétés abéliennes et la catégorie rigidiedesk-motifs de Chow
a coefficients rationnels est engendrée par les motifs de variétés abéliennes et les
motifs d’Artin.

(vi quater) La forme forte de la conjecture de Tate est vraie pour toutes les variétés projectives
lisses et il n’existe pas de “motif de Chow fantdémesi M € A est tel queM =0
dansA, alors M = 0.

Démonstration. i) < (iv) : cela résulte du lemme 3.5, puisque le foncteRy, est
conservatif.

(i) = (iv ter) : on procéde comme dans la preuve du théoréme 3.6.

(iv ter) = (v) : on procéde comme dans la preuve du corollaire 3.8.

(V) = (v bis) : on procéde comme dans la démonstration du lemme 4.3.

(v bis) = (v ter) pourl # p : c’est évident.

(v) = (v ter) : c’est évident.

(v ter) = (iv bis) : notonsK (n) le cone de (3.4). Lhypothése implique que, pour tokre
variété projective lissé, les groupesi, (X, K (n)) sont desZ;-modules de type fini. D’autre
part, on sait que (3.4)"Z/I est un quasi-isomorphisme ([19, th. 1.5] ou [18] selon g4 ou
quel = p). Par conséquent, l68};, (X, K (n)) sont uniquement divisibles, donc nuls.

(iv bis) = (iv) : on procéde comme dans [35, lemme 3.8] : réduction a (3.9), puis pureté
et théoréme de de Jong.

(i) = (viter) : la premiére partie de (vi ter) résulte de (i) d’aprés [63]. La deuxiéme partie est
une conséquence classique de la conjecture de Tate forte pour toutes les variétés (qui résulte de
(i) pour A, cf.[50, rem. 2.7]; mais (i) implique qud — A est une équivalence de catégories.

(vi ter) = (vi) : c’est clair, puisque le motif d’'une variété abélienne est de dimension finie au
sens de Kimura [39, ex. 9.1], ainsi que tout motif d’Artin, que la forme forte de la conjecture de
Tate résulte de la forme cohomologique et de la semi-simplicité de I'action de Frobenius sur la
cohomologie [63], et que cette derniére est vraie pour les variétés abéliennes [65].

(vi) = (vi bis) : cela résulte de [2, prop. 9.1.14] et du théoréme de Jannsen [26].

(vibis) = (i) : on procéde comme dans la démonstration du théoréme 1.10 et du corollaire 2.1.

(i) = (vi quater) est clair. (vi quates> (vi ter) : notonsA,;, la sous-catégorie rigide dé
engendrée par les motifs de variétés abéliennes et les motifs d’Arti#,,.e50n image dans
A. La forme forte de la conjecture de Tate implique clig, = A (voir ci-dessus). Soi une
variété projective lisse : il existe des isomorphismes invefség X) — N, g: N —— h(X),
avecN € A,,. Relevonsf et g en des morphismeg, g de A. CommeN est de dimension

5 Kimura conjecture le second énoncé sur tout corps de base : cela résulterait des conjectures standard et de I'existence
d’'une décomposition de Chow—Kunneth a la Muo®[2, ex. 9.2.4]
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finie au sens de Kimura, I'algebré(N, N) est semi-primaire, donty — fg est nilpotent et
quitte & modifierf ou g on peut supposer qugy = 1n. On a alorsh(X) ~ N & M, avecM
fantdme. O

La formulation de la conjecture des théorémes 5.1 et 5.2 qui nous semble la plus prometteuse
est (vi ter), mais nous nous garderons bien de faire une conjecture sur la démonstration d’'une
conjecture!
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