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Résumé

On étudie la diffraction des ondes électromagnétiques par un dièdre infini constitué de matériau diélectrique a
A cette fin, en suivant la technique de Croisille et Lebeau (Lecture Notes in Math., Vol. 1723, Springer, 1999), on é
problème stationnaire de Maxwell couplé vide-diélectrique avec une condition sortante dans le vide, que l’on ram
système d’opérateurs de bord appelé système de Caldéron. On montre que ce système est équivalent au problème
pour certaines classes de données et on étudie sa solution (fonction spectrale) lorsque les données sont les traces
d’une onde monochromatique plane. On donne le premier terme du développement asymptotique à haute fréquenc
diffracté à une distance fixe de l’arête, hors de certaines directions d’incidence.Pour citer cet article : J.-M. Caron, C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Diffraction of electromagnetic waves by an absorbing infinite wedge.We study the diffraction of electromagnetic wav
by an infinite wedge of dielectric material. For this aim we consider the stationary coupled vacuum-dielectric Maxwell eq
with an outgoing condition in the vacuum. We show the equivalence of the latter problem to a Caldéron boundary
system for particular classes of incoming data. We study the solutions of this system in the case of traces of monoc
plane waves. In particular, we give the asymptotics of the diffracted signal in high frequency regime at a given point w
distance to the boundary and away from some incident directions.To cite this article: J.-M. Caron, C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Let us consider a wedge inR3 with angleγ . We callF its interior andΩ its complementary. We call outgoin
waves of the Maxwell problem in the vacuum the boundary value whenε → 0 of a solution of (1) below, wher
ω̃ = ω − iε, ε > 0, ω ∈ R∗. We introduce the spaces̃H +

ξ3
, H +

divξ3
, H +

div, Aξ3 andA defined by (2)–(5) below.

Adresse e-mail :jmcaron@math.polytechnique.fr (J.-M. Caron).
1631-073X/$ – see front matter 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits
réservés.
doi:10.1016/S1631-073X(03)00350-9
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We are interested in the computation of the diffracted signal at a given point at fixed distance to the bo
in terms of the incidence angle. We did this away from some incident directions which are characterized
hypothesis (6) below on the Fourier transform of the data. Hence, the study reduces to considering the tran
problem (7) below,ω being fixed inR∗.

We restrict ourselves to the caseω > 0, since the caseω < 0 follows from the previous one. We obtain th
operator characterizing the Caldéron system for outgoing solutions, which we denote byPγ (ω, ξ3), by formally
taking the limit on the systems deduced from the perturbed problems.

By construction, any field(EΩ,H Ω,EF ,H F ) given by (11) (in the parametrization ofΓ +, for W = E or H ,
D = Ω or F ) with (ĵΩ, ĵF ) solution of the Caldéron system, satisfy(7). We prove the following results:

Theorem 0.1.

(i) The operatorPγ (ω) is bijective on{(jΩ, jF ) ∈ (H +
div)2; (jΩ, jF ) satisfyingH } and onA.

(ii) The problem(7) has a unique solution described by(11).

We give the expression of the solution(jΩ(·,ω), jF (·,ω)) for incident monochromatic plane wave defined
(12) below.

Proposition 0.2.The spectral functionj relative to(12) decomposes forD = Ω or F as

jD
j (ζ ) = KD

j,1

i(ζ − αj,1,1)
+

N∑
p=1

p∑
q=1

KD
j,p,q

i(ζ − αj,p,q)
+ j̃D

j (ζ ),

where (j̃Ω
j , j̃F

j ) is a solution of the Caldéron system(8) with a given second term inH+
divk̃3

. In the above

decomposition the constantsαj,p,q andKI
j,p,q are determined by the induction formulas(13), (14).

We deduce the following result on the regularity as well as the principal term of the diffracted signal at
point at distance 1 from the boundary:

Corollary 0.3.

(1) jΩ
j (ξ1 − i0−,ω) is analytic outside the interval[−

√
ω2ε0µ0 − k2

3,

√
ω2ε0µ0 − k2

3 [.

(2) Leta =
√

ε0µ0 − k2
3. At a pointM of coordinates(cosθ,sinθ, x3) such thata cosθ is not a pole ofjΩ± (·,1), the

diffracted signal(11) can be written under the formW(s, t, x3,ω) = eiωx3k3Wd(s, t,ω) + eiωx3k3Wp(s, t,ω)

for W = E or H . The quantityeiωx3k3Wp(s, t,ω) is the contribution of the poles of the spectral function(only
those in the domain{a cosz,Rez ∈]0, θ [} have a non vanishing contribution). The first term of the asymptot
expansion ofWd(s, t,ω) for large values ofω is

eiaω−iπ/4

(4πaω)1/2

(
BW (a cosθ, a sinθ, k3)jΩ+ (a cosθ,1) + BW

(
a cos(θ + γ ), a sin(θ + γ ), k3

)
× jΩ−

(
a cos(θ + γ ),1

))
.

Furthermore we have the homogeneous relatione−iωk3x3W(rs, rt, x3,ω) = e−iωk3x3W(s, t, x3, rω).
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1. Notations et définitions

Le bord du dièdre est paramétré parΓ = {sτ+ + x3e3, (s, x3) ∈ R+ × R} ∪ {sτ− + x3e3, (s, x3) ∈ R+ × R} =
Γ + ∪ Γ −. On nommeF son intérieur,γ son angle d’ouverture etΩ son complémentaire. On désigne par(z)1/2

la racine à partie réelle négative dez ∈ C \ R−. Les quantitésε0, µ0 (resp.ε, µ) sont les constantes diélectriqu

du vide (resp. du milieu absorbant). L’angleδξ3 est défini parδξ3 = min(arg(ω2εµ − ξ2
3 )

1
2 ; (ω2ε0µ0 − ξ2

3 )
1
2 ).

On noteξ
εµ,ξ3
0 la fonction analytique définie surC \ {±R(ω2εµ − ξ2

3 )1/2 ; R � 1} par (ω2εµ − ξ2
3 − ξ2

1 )1/2 et
sur {±R(ω2εµ − ξ2

3 )1/2; R > 1} par limε→0+(ω2εµ − ξ2
3 − ξ2

1eiε)1/2. On appelle onde sortante du problème
Maxwell dans le vide, la valeur au bord pourε → 0 de la solution du problème perturbé suivant, oùω̃ = ω − iε,
ε > 0, ω ∈ R∗

RotE − iω̃µ0H = 0, RotH + iω̃ε0E = 0 dansΩ, n ∧ E|∂Ω = m(ω). (1)

Soit H + = {u ∈O(C−), supb<0
∫

R
|u(x + ib)|2 dx < ∞}. On définit les espaces suivants

H̃ +
ξ3

=
{

u ∈ O(C−); ∃δ,∃C > 0; u ∈O
(
C

− ∪ B
(−ξ

ε0µ0,ξ3
0 (0), δ

))
, sup

θ∈ ]−π;0[

∫
r>C

∣∣u(r eiθ)∣∣2 dr < ∞
}

, (2)

H +
divξ3

=
{

(u+, u−) ∈ (H +)2 × (
H +)2; F

(
1x>0

(
∂xû±,1(x) + iξ3û±,3(x)

)) ∈ H +,

tels queû+,1(0) = −û−,1(0),
(3)

H +
div = u ∈ L2(

Rξ3;H +
divξ3

)
,

Uδξ3
= C \ {z, argz ∈ [δξ3,π], |z| � min

(∣∣√ω2εµ − ξ2
3

∣∣, ∣∣√ω2ε0µ0 − ξ2
3

∣∣},
H+

divξ3
= {

u ∈O(Uδξ3
); ∀θ ∈ [0, δξ3[ u

(
ξ1eiθ , ξ3

) ∈ H +
divξ3

}
,

Aξ3 =
{

(u+, u−) ∈ (H̃ +
ξ3

)2 × (
H̃ +

ξ3

)2; F
(
1x1>0

(
∂x1û±,1(x1) + iξ3û±,3(x1)

)) ∈ H̃ +
ξ3

,

tels queû+,1(0) = −û−,1(0),
(4)

A = {
u ∈ (S ′(

R
2))2 × (

S ′(
R

2))2; ∀ϕ ∈ C∞
0 (Rx3) ϕ̂u(ξ3, ·) ∈ L2(Rξ3;Aξ3)

}
. (5)

2. Résultats

On s’intéresse au calcul du signal diffracté à une distance fixée de l’arête, en fonction de l’angle d’incide
le dièdre, hors des directions

k = aτ+ + bτ− + ce3; a � 0, b � 0.

Cette restriction sur la propagation des ondes incidentes permet de faire l’hypothèse suivante sur les tra
de Fourier des données{

pour tout(ω, ξ3) vérifiantω2ε0µ0 − ξ2
3 > 0, il existe 0< δ <

√
ω2ε0µ0 − ξ2

3 , tel que

u(ω, ·, ξ3) ∈ O
(
B
(−ξ

ε0µ0,ξ3
0 (0), δ

))
.

(6)

L’étude porte donc sur le problème de transmission suivant,ω étant fixé dansR∗RotE − iωµ0H = 0, RotH + iωε0E = 0, (E,H) « sortante » dansΩ,

RotE − iωµH = 0, RotH + iωεE = 0 dansF,

[n ∧ E] = −n ∧ Einc, [n ∧ H ] = −n ∧ Hinc ∈ A⊂ Hloc(Div,Γ ).

(7)
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On se restreint au cas oùω > 0, le casω < 0 s’en déduisant. On obtient l’opérateur relatif au système de Cald
pour les solutions sortantes, notéPγ (ω, ξ3) par un passage à la limite formel sur les systèmes obtenus à par
problèmes perturbés parω → ω e−iδ , δ > 0. Il s’écrit

Pγ (ω, ξ3)(ζ )

(
jΩ

jF

)
=
(
D+(ω, ξ3)j+(ζ ) + C+

γ (ω, ξ3)j−(ζ )

C−
γ (ω, ξ3)j+(ζ ) +D−(ω, ξ3)j−(ζ )

)
=
(

v+
v−
)

, (8)

avecj± = (jΩ± , jF± ) et v± = (−n ∧ E±
inc,−n ∧ H ±

inc).

D±(ω, ξ3)j (ζ ) =
∫
R

1

ξ1 − ζ
D±(ω, ξ1, ξ

ε0µ0
0 , ξ

εµ
0 , ξ3

)
j (ξ1)

dξ1

2π
,

C±
γ (ω, ξ3)j (ζ ) =

∫
R

C±
γ

(
ω, ξ1, ξ

ε0µ0
0 , ξ

εµ
0 , ξ3

)
Rγ

(
ξ1, ξ

ε0µ0
0 , ξ

εµ
0

)
j (ξ1)

dξ1

2π
, (9)

Rγ

(
ξ1, ξ

ε0µ0
0 , ξ

εµ
0

)=


1

gγ (ξ1,−ξ
ε0µ0
0 ) − ζ

Id 0

0
1

gγ (ξ1,−ξ
εµ
0 ) − ζ

Id

 . (10)

Les matricesC±
γ et D± sont de dimension quatre, homogènes par rapport à(ω, ξ1, ξ3), de degré au plus deu

singulières en 1/ξ0. La fonctiongγ est définie pargγ (x, y) = x cosγ − y sinγ .
Soit Γ0 un contour comme dans [1]. Par construction, tout champ(EΩ,H Ω,EF ,H F ) défini (dans le

paramétrage deΓ +, pourW = E ouH , D = Ω ou F ) par

WD(s, t, x3,ω) = 1

(2π)2

∫
R

∫
Γ0

(
ei(sξ1+|t |ξεµ,ξ3

0 +x3ξ3)BW

(
jD+
)(

ξ1,sgn(t)ξεµ,ξ3
0 , ξ3

)
+ ei(g(s,t)ξ1+|g(t,−s)|ξεµ,ξ3

0 )BW

(
jD−
)(

ξ1,sgn
(
g(t,−s)

)
ξ

εµ,ξ3
0 , ξ3

))
dξ1 dξ3, (11)

BE(j)(ξ1, ξ2, ξ3) = iωµj(ξ1, ξ3) − 1

iω
−→
ξ (

−→
ξ · j)(ξ1, ξ3), BH (j)(ξ1, ξ2, ξ3) = −i

−→
ξ ∧ j (ξ1, ξ3)

avec(ĵΩ, ĵF ) solution de (8), vérifie(7). Nous démontrons les résultats suivants :

Théorème 2.1.

(i) L’opérateurPγ (ω) est bijectif sur{(jΩ, jF ) ∈ (H +
div)2; (jΩ, jF ) vérifientH } et surA.

(ii) Le problème(7) possède une unique solution décrite par(11).

On donne alors l’expression de la solution(jΩ(·,ω), jF (·,ω)) pour l’onde monochromatique plane incidente

Einc = E0ei(k̃·x+ωt), Hinc = H0ei(k̃·x+ωt), E0 · H0 = 0, k̃ = ωk, ε0µ0 − |k|2 = 0. (12)

Proposition 2.2.La fonction spectralej relative à(12) se décompose pourD = Ω ouF en

jD
j (ζ ) = KD

j,1

i(ζ − αj,1,1)
+

N∑
p=1

p∑
q=1

KD
j,p,q

i(ζ − αj,p,q)
+ j̃D

j (ζ ),

où (j̃Ω
j , j̃F

j ) est la solution du système de Caldéron(8) pour un second membre donné dansH+
divk̃3

. L’entier N est
donné parN = �θ0/γ � pour θ0 = sup(|θ+|; |θ−|) avecθ+ = (−τ+;k) et θ− = (−τ−;k) dans]−π,π[. Dans cette
décomposition les constantesαj,p,q et KI

j,p,q sont déterminées par les relations de récurrence(13), (14) :
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
α+,1,1 = (τ+,k), α−,1,1 = (τ−,k),

α±,p,q = g
(
α∓,p−1,q ,−ξ

ε0µ0
0 (α∓,p−1,q)

) ∀q ∈ {1, . . . , p − 1},
α±,p,p = α±,p = g

(
α∓,p−1,p−1,−ξ

εµ
0 (α∓,p−1,p−1)

)
,

(13)



(
KΩ±,1,1
KF±,1,1

)
= −D−1+ (α∓,1,1)

(
n± ∧ E0
n± ∧ H0

)
,

KΩ±,p,q = 1

ξ0(α∓)
cH

(
α∓,−ξ

ε0µ0
0 (α∓)

)
KΩ∓,p−1,q; KF±,p,q = 0 ∀q ∈ {1, . . . , p − 1}.

(
KΩ±,p,p

KF±,p,p

)
= − 1

∆(α±,p)


−2A(α±,p)

c
εµ
E (α∓,p−1, ξ

εµ
0 (α∓,p−1))

ξ
εµ
0 (α∓,p−1)

KF∓,p−1,p−1

−A(α±,p)Ã(α±,p)
cH (α∓,p−1, ξ

εµ
0 (α∓,p1))

ξ
εµ
0 (α∓,p−1)

KF∓,p−1,p−1

 ,

(14)

où A et Ã sont les matrices définies par

A(ξ) = 1

ξ
ε0µ0
0 (ξ)

d
ε0µ0
E (ξ) + 1

ξ
εµ
0 (ξ)

d
εµ
E (ξ), Ã(ξ) = 1

ξ
ε0µ0
0 (ξ)

d
ε0µ0
E (ξ) − 1

ξ
εµ
0 (ξ)

d
εµ
E (ξ)

et c
εµ
E,γ , d

εµ
E , cH pard

εµ
E = c

εµ
E,0

c
εµ
E,γ (ξ1, ξ2) = 1

ωε

( −ξ1ξ3 ω2εµ − ξ2
3−ω2εµ cos(γ ) + g(ξ1,−ξ2)ξ1 g(ξ1,−ξ2)ξ3

)
cH (ξ1, ξ2) =

(
ξ2 0

sin(γ )ξ3 g(ξ2, ξ1)

)
.

On en déduit le résultat de régularité suivant et le terme principal du signal diffracté en un point à distan
l’arête :

Corollaire 2.3.

(1) jΩ
j (ξ1 − i0−,ω) est analytique en dehors de l’intervalle[−

√
ω2ε0µ0 − k2

3,

√
ω2ε0µ0 − k2

3 [.
(2) Soita =

√
ε0µ0 − k2

3. En un pointM de coordonneés(cosθ,sinθ, x3) tel quea cosθ ne soit pas un pôle d

jΩ± (·,1), le signal diffracté(11) se met sous la formeW(s, t, x3,ω) = eiωx3k3Wd(s, t,ω) + eiωx3k3Wp(s, t,ω)

pourW = E ouH . La quantitéeiωx3k3Wp(s, t,ω) est la contribution des pôles de la fonction spectrale(seuls
ceux qui se trouvent dans le domaine{a cosz,Rez ∈]0, θ [} ont une contribution non nulle). Le premier terme
du developpement asymptotique deWd(s, t,ω) pour les grandes valeurs deω est

eiaω−iπ/4

(4πaω)1/2

(
BW

(
a cosθ, a sinθ, k3

)
jΩ+ (a cosθ,1) + BW (a cos(θ + γ ), a sin(θ + γ ), k3)

× jΩ−
(
a cos(θ + γ ),1

))
.

On a de plus la relation d’homogénéitée−iωk3x3W(rs, rt, x3,ω) = e−iωk3x3W(s, t, x3, rω).

3. Résumé des preuves

La différence principale avec le cas traité dans [1] est la condition de raccord des traces sur l’arête du di
se rapproche des conditions de raccord de [2], dans lequel est traité le cas des conditions d’impédance
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dont il résulte qu’on ne peut pas dissocier brutalementD et C. On représente le problème de transmission pa
hyperplan comme celui sur un dièdre d’angle d’ouvertureπ . Nous utilisons la décomposition

(
Pγ (ω, ξ3) −Pπ(ω, ξ3)

)( jΩ

jF

)
(ζ ) =

(
(C+

γ (ω, ξ3) − C+
π (ω, ξ3))j−(ζ )

(C−
γ (ω, ξ3) − C−

π (ω, ξ3))j+(ζ )

)
= E

(
jΩ

jF

)
(ζ ) (15)

et les propriétés suivantes sur les opérateurs de(15) :
(1) Pπ(ω, ξ3)(ζ ) est bijectif sur{(jΩ, jF ) ∈ (H +

div)2; (jΩ, jF ) vérifientH } et surA. Cela résulte directemen
des expressions intégrales de ses solutions. De plus il conserve le domaine d’holomorphie des second m
voisinage de l’axe réel.

(2) E laisse stable{(jΩ, jF ) ∈ (H +
div)2; (jΩ, jF ) vérifientH }. De plus si j (ζ ) est holomorphe dans u

voisinage complexe de[a,+∞[, a > 0, alorsEj (ζ ) est holomorphe sur un voisinage de[a − α(a),+∞[ où
α(a) est strictement positif.

(3) Pour toutξ3, Pγ (ω, ξ3)(ζ ) est bijectif surH+
divξ3

. Cela résulte du fait que pour toute rotation du cont
d’intégration,Pγ (ω, ξ3)(ζ ) décrit les conditions de transmissions d’un problème elliptique qui admet une u
solution dans un espace qui relèveH +

divξ3
et qu’on ne décrit pas ici.

De plus, on remarque que

Pγ (ω, ξ3)

(
jΩ

jF

)
(ζ ) + T Pπ−γ (ω, ξ3)

(
JjΩ

JjF

)
(ζ ) =

(
(D+(ω, ξ3) + C+

π (ω, ξ3))j+(ζ )

(D−(ω, ξ3) + C−
π (ω, ξ3))j−(ζ )

)
, (16)

où pour j (ξ1) = (j1(ξ1), j3(ξ1)) on a défini Jj (ξ1) par Jj (ξ1) = (j1(−ξ1),−j3(−ξ1)) et où T (v+, v−) =
(v−, v+).

• L’existence d’une solution de(8), pourγ < π provient de la régularisation progressive du second memb
l’aide du système défini parPπ(ω, ξ3) de façon similaire à [1]. Pour l’unicité, on remarque que si une solu
existe pour un second membre nul, alors elle est dansH+

divξ3
pour presque toutξ3.

• Le fait que la solution soit contrôlable en normeH + surC− résulte de la relation(16).
• La proposition résulte du calcul d’une partie de la solution par application de la formule des ré

L’analyticité de la fonction spectrale est une conséquence de la relation(16), et le calcul du termeWd d’un
procédé de phase stationnaire.
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