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Résumé

On étudie la diffraction des ondes électromagnétiques par un diédre infini constitué de matériau diélectrique absorbant.
A cette fin, en suivant la technique de Croisille et Lebeau (Lecture Notes in Math., Vol. 1723, Springer, 1999), on étudie le
probléme stationnaire de Maxwell couplé vide-diélectrique avec une condition sortante dans le vide, que I'on ramene a un
systeme d’opérateurs de bord appelé systeme de Caldéron. On montre que ce systeme est équivalent au probléme stationne
pour certaines classes de données et on étudie sa solution (fonction spectrale) lorsque les données sont les traces sur le die
d’'une onde monochromatique plane. On donne le premier terme du développement asymptotique & haute fréquence du sign
diffracté a une distance fixe de I'aréte, hors de certaines directions d’incid@moeciter cet article: J.-M. Caron, C. R. Acad.

Sci. Paris, Ser. | 337 (2003).
O 2003 Académie des sciences. Publi¢ par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Diffraction of electromagnetic waves by an absorbing infinite wedgeWe study the diffraction of electromagnetic waves
by an infinite wedge of dielectric material. For this aim we consider the stationary coupled vacuum-dielectric Maxwell equations
with an outgoing condition in the vacuum. We show the equivalence of the latter problem to a Caldéron boundary operator
system for particular classes of incoming data. We study the solutions of this system in the case of traces of monochromatic
plane waves. In particular, we give the asymptotics of the diffracted signal in high frequency regime at a given point with fixed
distance to the boundary and away from some incident directiansite this article: J.-M. Caron, C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. | 337 (2003).
O 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Let us consider a wedge Ik® with angley . We call F its interior ands2 its complementary. We call outgoing
waves of the Maxwell problem in the vacuum the boundary value v¢henO of a solution of (1) below, where

@ =w —ie, e > 0, € R*. We introduce the spaces_, HJ{VES, H,,, As, and A defined by (2)—(5) below.
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We are interested in the computation of the diffracted signal at a given point at fixed distance to the boundary,
in terms of the incidence angle. We did this away from some incident directions which are characterized by the
hypothesis (6) below on the Fourier transform of the data. Hence, the study reduces to considering the transmissio
problem (7) belowg being fixed inR*.

We restrict ourselves to the case> 0, since the case < 0 follows from the previous one. We obtain the
operator characterizing the Caldéron system for outgoing solutions, which we denBigdyss), by formally
taking the limit on the systems deduced from the perturbed problems.

By construction, any field£¥?, H, EF', HF) given by (11) (in the parametrization 6+, for W = E or H,

D = £2 or F) with (j©, jF') solution of the Caldéron system, satig&). We prove the following results:

Theorem 0.1.

(i) The operatorP, () is bijective on{(j, j¥) e (HS, )% (j*, j¥) satisfyingH} and on A.
(i) The problem7) has a unique solution described tiy1).

We give the expression of the soluti¢oh® (-, ), jf (-, w)) for incident monochromatic plane wave defined in
(12) below.

Proposition 0.2.The spectral function relative to(12) decomposes fab = §2 or F as

Doy _ Jpq
PO = e ZZ.(;— o )‘f‘Jj @),

where (fjg,fF) is a solution of the Caldéron syste(B) with a given second term W&Liw;s- In the above
decomposition the constantsg , , and KJ g are determined by the induction formulés3), (14).

We deduce the following result on the regularity as well as the principal term of the diffracted signal at a fixed
point at distance 1 from the boundary:

Corollary 0.3.

(1) jJtQ (€1 —i0~, w) is analytic outside the interval—\/wzsouo — k3, \/a)zsouo — k3.

(2) Leta =,/eomo — kg. At a pointM of coordinategcos, sind, x3) such that cosd is nota pole ofj{? (-, 1), the

diffracted signal(11) can be written under the fori¥ (s, 7, x3, w) = eoxka W, (s, 1, w) + e"“x3"3W (s, 1, w)
for W=F or H.The quantltye'w"3k3W (s, t, w) is the contribution of the poles of the spectral funct{only
those in the domaifu cosz, Rez €]0, 6[} have a non vanishing contributionT he first term of the asymptotic
expansion oW, (s, t, ) for large values ot is

eiaw—iyr/4

(Graw)i? (Bw(acosd, asing, k3) j£ (acosd, 1) + By (acosd + y),asin@ + y). ks)

x j$ (a cosd +vy), 1))

Furthermore we have the homogeneous relatio¥ks s W (rs, rt, x3, w) = € 19k 3W (s, 1, x3, ro).
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1. Notations et définitions

Le bord du diédre est paramétré gar= {st, + x3€3, (s, x3) € RT x R} U {s7_ + x3€3, (5, x3) e R* x R} =
't U I'~.0On nommeF son intérieury son angle d’ouverture &2 son complémentaire. On désigne par'/?
la racine a partie réelle négative de C \ R™. Les quantitésg, uo (resp.e, 1) sont les constantes diélectriques
du vide (resp. du milieu absorbant). Langlg, est défini parss, = min(argw?eu — 3;32)%; (wPeopo — 532)%).
On notegé“f3 la fonction analytique définie S \ {£R(w?ep — £2)Y/2; R > 1} par (w?ep — £2 — £2)Y2 et
sur{£R(w?eu — £2)Y/2; R > 1} par lim._, o+ (w?ep — £2 — £2d%)1/2. On appelle onde sortante du probléme de
Maxwell dans le vide, la valeur au bord paur> 0 de la solution du probléeme perturbé suivantade: w — is,
e>0,weR"

RoOtE —iwuoH =0, RotH +iwsgE =0 dans$?, nAE|yo =m(w). Q)

Soit H = {u € O(C™), sup,_q fp lu(x +ib)|?dx < oo}. On définit les espaces suivants

—_—~

H = {u €O(C7); 38,3C > 0; ue O(C™ UB(=£2"%(0),5)), sup |u(r €9) [ dr < oo}, (2)

&3 :
oel-m0l J
gt _Jweu)e (H*)? x (H*)% F(Leso(dxiie1(x) +ibsiie 3(x))) € HY, (3)
dives ™ | tels queiy 1(0) = —ii_1(0),

+ 2, . g+
Hgy, = u € L*(Re,: Hdiv§3)’

}

Us,, = C\ 2. argz € [8¢,. 71, |21 > min(|y/w2ep — 2], |\/w2eouo — £2
Hive, = {1 € OWUs,); ¥6 € [0, 8¢:[ u(&1€9,&3) € Heve,

e — {(u+, us) € (HE)? x (HE)%: F(Luy=0(duie1(r0) + igsiie 3(r0)) € HY, @
tels queiiy 1(0) = —i— 1(0),
A={ue (8'(R?))? x (8'(R))? Vg € CP(Ry,) Gu(Es, ) € LA(Rey: Agy) ). (5)
2. Résultats

On s'intéresse au calcul du signal diffracté a une distance fixée de I'aréte, en fonction de I'angle d’incidence sur
le diédre, hors des directions

K=aty +br_+ce3; a<0, b<O.

Cette restriction sur la propagation des ondes incidentes permet de faire I'hypothése suivante sur les transformé
de Fourier des données

pour tout(w, £3) vérifiantw?eouo — £ > 0, il existe 0< § < \/w2eouo — £2, tel que ®)
uw, -, £3) € O(B(—£"%(0), 5)).
L'étude porte donc sur le probléme de transmission suivagtant fixé dan®*

ROtE —iwuoH =0, ROtH +iwegE =0, (E, H) «sortante » dan®,
RotE —iopuH =0, RoOtH +iweE =0 dansF, (7
[mAEl=-nAEin, [nAH]l=-—nA Hinc€ AC Hjoe(Div, I').
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On se restreint au cas au> 0, le casw < 0 s’en déduisant. On obtient I'opérateur relatif au systéme de Caldéron
pour les solutions sortantes, NG (w, £3) par un passage a la limite formel sur les systemes obtenus a partir des
problémes perturbés par— we %, § > 0. Il s'écrit

2 DH(,8)j+() +C;f (0,6)j-() ) _ (v*
J _ y _
P (r )= (c—a» et eoro) =) ®
avecjr = (i, jI) etvr = (—n A EE ., —n A HE).
D (,69)(0) = / D E B )G 5
Cy(@.£2)j () = / C (. 61,6, &, &8 Ry (61, 667, £") (1 >é 9)
R
1
Foto ¢ 8y (61, —§"°) = ¢ °
Ry (Sla SOOMO’ %-OM) = 4 ’ (z) 1 . (10)

—————1d
gy (&1, =5 —¢
Les matricesC;—L et DT sont de dimension quatre, homogénes par rappQit, &1, £3), de degré au plus deux,
singuliéres en A&o. La fonctiong, est définie pag,, (x, y) = x cosy — ysiny.

Soit I'p un contour comme dans [1]. Par construction, tout chai@f, H*, EF', HF) défini (dans le
paramétrage d€*, pourW = E ouH, D = £2 ou F) par

[ [ @i s (1) e sarogs . 6

R Ip
4 d(eGnErtgt -5 %)BW( D) (&1, sgr(g(r, —s))EH £3 £3)) déy dé, (11)
Bg(j)(£1,52,83) =lopj(51,83) — E?(? - (61, 83), Bu(j)(€1, &2, 63) = —I & A j(£1, &3)

WP (s, 1, x3, 0) =

(27)?

avec(j2, j¥) solution de (8), vérifig7). Nous démontrons les résultats suivants :
Théoreme 2.1.

(i) L'opérateurP, (w) est bijectif surf{(j?, j7) e (Hg)? (j2, jT) vérifientH} et surA.
(ii) Le problémg7) posséde une unique solution décrite ¢hat).

On donne alors I'expression de la solutigi’ (-, w), j* (-, w)) pour 'onde monochromatique plane incidente

Einc = Eg@ ®*+oD i — Hod®x+en  po Ho—0, k=wk, eouo— |kI2=0. (12)

Proposition 2.2.La fonction spectralg‘ relative a(12) se décompose pol? = 2 ou F en

Jpq T.D
€ a0 1) ZZ,@_ oy T

=1g=1

i@ =

ou (]19 ff) est la solution du systéme de Caldér8 pour un second membre donné d&tgﬁvis. L’entier N est
donné parN = [6p/y ] pourfp = sup(|9+| |6_]) avechd; = (—t4; k) etd_ = (—1_; k) dans]—mx, n[. Dans cette

décomposition les constantesg, , et KJ v sont déterminées par les relations de récurre(t®, (14) :
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ar11=(t4,K), a_11=(_-,K),

i pg = g(aF.p-14. =" (5. p-14)) Ygei{l.....p—1}, (13)
e

Ot,p,p =0t,p = g(“%p—l,p—lv =& (“%p—l,p—l))’

K% ny ANE
11\ _ _p-liy + ANEg
<K£,1,1> + ez (”iAHO ’
Q

K2, ,=——culog, —£"p)KZ , 4 KL,,=0 Vge{l,... p—1}
Solax)

—2A(x )Ci:u (g.p-1. & (@x.p-1)) 5 (14)
(Kf’p,p> ! - £ (g, p-1) Fp-Lr-l
F =T < gl s
Kipp Ao+, p) _A(aiyp)[{(aiyp)CH(“:I;,;’M—(Z §o (;:F,pl)) K:i,p—l,p—l
o (@xp-
ol A et A sont les matrices définies par
1 1 - 1 1
A =— dSOHO + = dsli , A =— dSOHO - — dsli
&) 7«?00“0(5) g (&) 26 &) &) 7«?00“0(5) g (&) ) &)
et cgE‘fy, dil', cn pardy = cgE‘fO
e _ 1 —&183 wepu — &5 ) _( £ 0 )
ey (152 =5 (—wzsucos(y)+g(sl,—sz>sl g1 8283 ) D= sing g g6, 80) )

On en déduit le résultat de régularité suivant et le terme principal du signal diffracté en un point a distance 1 de
I'aréte :

Corollaire 2.3.

(1) ij (€1 — 0™, w) est analytique en dehors de I’interva[le\/wzeouo — k3, \/wzeou,o — K3l

(2) Soita = ,/eomo — kg. En un pointM de coordonneé&osd, sind, x3) tel quea cosy ne soit pas un pdle de
J£(, 1), le signal diffracté(11) se met sous la form# (s, 7, x3, w) = €KW, (s, 1, w) + KW, (5, 1, w)
pour W = E ou H. La quantitég®*3*s W, (s, t, w) estla contribution des pdles de la fonction specti@euls
ceux qui se trouvent dans le domafaecosz, Rez €10, 6[} ont une contribution non nuljeLe premier terme
du developpement asymptotiqueWlg(s, ¢, w) pour les grandes valeurs deest

dao—in/4 _ o -
G aw)i? (Bw (acosd, asing, ks) j (acosh, 1) + Bw (acosb + y),asin@ +y), ks)
x j2(acosb +y),1)).
On a de plus la relation d’homogénéré ks s W (rs, rt, x3, w) = € kX3 W (s, 1, x3, rw).

3. Résumé des preuves

La différence principale avec le cas traité dans [1] est la condition de raccord des traces sur I'aréte du diédre (qui
se rapproche des conditions de raccord de [2], dans lequel est traité le cas des conditions d'impédance scalaire
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dont il résulte qu’on ne peut pas dissocier brutaleniet C. On représente le probléme de transmission par un
hyperplan comme celui sur un diedre d’angle d’ouverturdlous utilisons la décomposition

(P @ £8) — P, £9) <jsz ) © ((C;f(w,és) —G{(&SS)U—(C)) p (j*Q ) © as)
w, — Frlw, . = = .
v VA (C; (@, E2) — Cx (@, )+ 2) i*

et les propriétés suivantes sur les opérateurd Be:

(1) Pr(w, £3)(¢) est bijectif sur{(j 2, jT) e (HS )% (i, jT) vérifientH} et surA. Cela résulte directement
des expressions intégrales de ses solutions. De plus il conserve le domaine d’holomorphie des second membres
voisinage de I'axe réel.

(2) € laisse stable{(j, j¥) e (HF)?% (j2, jT) vérifientH}. De plus sij(¢) est holomorphe dans un
voisinage complexe dgi, +oo[, a > 0, alors&j(¢) est holomorphe sur un voisinage fie— «a(a), +oo[ ou
a(a) est strictement positif.

(3) Pour toutts, Py, (w, £3)(¢) est bijectif surHjivss. Cela résulte du fait que pour toute rotation du contour
d’intégration,P,, (w, £3)(¢) décrit les conditions de transmissions d’un probleme elliptique qui admet une unique
solution dans un espace qui reléﬂgi‘v53 et qu’on ne décrit pas ici.

De plus, on remarque que

2
Py (w,§3) <§F ) )+ TPr—y(®,83) ( (16)

Jji* (D~ (w, &3) + C (0, £3)) j_(2)

ou Pofrj(él) = (j1(51), j3(€1)) on a définiJj(&1) par Jj(¢1) = (ji(—&1), —ja3(—&1)) et ou T (v, v7) =
(v—,v").

7j? ) - ((D+(w, £3) + C (o, 53))j+(§)>

e L'existence d'une solution déB), poury < 7 provient de la régularisation progressive du second membre a
I'aide du systéeme défini pd?; (w, £3) de fagon similaire a [1]. Pour 'unicité, on remarque que si une solution
existe pour un second membre nul, alors elle est dﬁjﬂ&s pour presque tou.

¢ Le fait que la solution soit contrélable en norme™ surC~ résulte de la relatiofil6).

e La proposition résulte du calcul d'une partie de la solution par application de la formule des résidus.
L'analyticité de la fonction spectrale est une conséquence de la retapnet le calcul du termév,; d'un
procédé de phase stationnaire.
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