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Résumé On construit des solutions explosives d'équations d’'onde avec non linéarité cubique, en
dimensionn > 1. Leur norme 12 explose si la surface d'explosion admet un minimum
intérieur non dégénéré gt> n/2. Si le second membre est peu régulier et &< 1, on
donne des exemples tels que la nornfeexplose sip > n/(1+ ¢) ; leurs données ne sont
pas L°° mais I'explosion n’est pas instantanée. Des applications en optique non linéaire
sont brievement mentionnédour citer cet article: G. Cabart, S. Kichenassamy, C. R.
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Blow-up and L” normsfor the cubic nonlinear wave equation

Abstract We find blow-up solutions of nonlinear wave equations with cubic nonlinearity, in any
number of space dimensions, and study the asymptotic behavior of thaiotms and
“energy”. The I” norm blows up if the blow-up surface has an interior non-degenerate
minimum andp > n/2. For less smooth right-hand sides, and 8 < 1, we give examples
for which the L” norm blows up ifp > n/(1+ ¢); their Cauchy data are unbounded, but
blow-up is not instantaneous. Applications to nonlinear optics are briefly outlifeedte
this article: G. Cabart, S. Kichenassamy, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 903—
908.
0 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Abridged English version

1. Introduction

In 1984, Brezis [3] raised the question of finding, for a given solution of the cubic nonlinear wave
equation
U — Au = 2u>, D
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with Dirichlet boundary condition, on a smooth bounded don§ain R”, n > 1, the l.u.bgo(u) of the set

of exponentgp such that the E norm ofu blows up. More precisely, it < 3, one has local existence and
uniqueness of classical solutions for data ih >HH(1)(Q); they persist as long as they do not blow up in
H3 x L2(Q); the integral

1
E/Q[utz—i—IVuIZ—uﬂ dx (2)
is bounded (in fact, constant); the Gagliardo—Nirenberg inequality shows that blow-ugy NLAQ)
implies blow-up in 7 if p > n. Thus,qo(u) < n if n < 3. We will restrict attention to the case is
the unit ballB and the first singularity first appears foe 0, at the center oB.

It is both natural and convenient to consider the forced problem

u,,—Au:2u3+F(x,t), xeBand—-1<t <0, 3)
u=g¢(x,t), xe€eoBand—-1<t <0, (4)
(Ms ut) = (f(-x)s g(-x))v forr=-1 (5)

Indeed, in applications or numerical work one must often allow for the presence of “noise” of limited
regularity on the r.h.s., and, as we shall see, such noise may affect the blow-up behavior.

In a nutshell, the results of this paper agg:= n for data and r.h.s. of low regularity, byy = n/2 for
smooth and “generic” data and r.h.s.

In all our examplesy(x,t) is at least € andu blows up forx = 0, t = 0. By defining F' through
F =u;; — Au — 2u®, one generates explicit examples demonstrating in particular that
(1) If the blow-up surface is smoothg < n/2 (Theorem 2.1).
(2) If n > 12, one can findF (x, ) continuous with values in 4, and classical solutions withy =

n/(1+¢) for everye € 10, 1[ (Theorems 2.2 and 2.3).
Both classes of examples are obtained by truncating series

T_l{uo(X)+u1(X)T+u2(X)T2+ > uj,k<x>Tf(lnT)"}, (6)
0<k< ), j 23

with T =1t — ¥ (x), |V{| < 1, given by the method of Fuchsian reduction [4—7]. These expansions have
the same level of generality as the Taylor expansion of solutions of the Cauchy problem. One can give a
geometric interpretation for the first few coefficients of expansion (6) at the first blow-up point.

In caseyr is smooth, the so-called “energy integral” (2), integrated gwvek |z|, remains finite at blow-
up if ¢ is flat to second order (Theorem 3.1).

Finally, one indicates how the series (6) must be modified if the nonlinearityig?andu is complex;
this case is directly relevant to nonlinear optics (Theorem 5.1).

1.1. Earlier resultsin R”

For background on £ estimates, see Strauss [9].

Lindblad and Sogge [8] solve the problentifi x H ~1(R"), with s = % — 1 if n > 4, and find uniqueness
under an additional condition in spaces of the forfgll}) (with » < c0).

Merle and Antonini [1] give upper bounds on the focusing éfnd H norms ifn = 1.

2. Theorems

THEOREM 2.1. —For every integer m > 1, thereisa problem of the form (3)—(5)with f, g, F, ¢ of class
C® for which go = n/2m. There are also problems for which u blows up uniformly on a proper subset of
B with non-empty interior, and for which go = 0.
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Note thatu(x, t) = ug(x)/ T + v(x, 1), with T =t — ¥ (x), wherey > 0, v € C? and solves a Fuchsian
PDE which is fully equivalent to the original equation. On the other hagtl is notin L! for any positive
t, so thatu has no continuation after blow-up, butloes.

We will say that % is a classical solution” ifi € ﬂ,fzo C*([—1, 0); H2%(B)), u® is uniformly bounded in
L2(B) andF e C([—1, 0]; L3(B)), the equation holds in the sense of distributions amhds finite energy.

THEOREM 2.2.—If ¢ € (0,1) and n > max(12 — 12¢, 6 + 6¢), there is a problem of the form (3)—(5)
with a classical solution suchthat go =n/(1+ ¢).

THEOREM 2.3. -If¢ € (0, 1) and n > 6+ 6¢, thereis also a problem of the form (3)—(5)with a classical
solution which is bounded for every ¢+ < 0, and such that go =n/(1+ ¢).

Let us now say thatiis a solution in " if u e Ni_, CF([—1, 0); HY%(B)), u’, Au etu,, are uniformly
bounded in E(B), F € C([—1,0]; L1nH~1(B)) andu solves Eq. (3).

THEOREM 2.4. —If £ € (0,1) and n > 4 + 4e, there is a problem of the form (3)—(5)with a solution in
H® which is bounded in space for every r < 0, and for which go = n/(1+ ¢); it blowsupin H2 if » = 5 and
e <1/4.

3. Application to concentration of energy

Consider a solution of the form (6) with of class C°.
Call E(x) the integral of the energy of at time —« over the ball of center 0 and radius

THEOREM 3.1.-One has E(«) = O(a" %) as« | 0. If Vi(0) =0, then E(a) ~ —%a”*AWO). If
the second-order derivatives of ¢ at the origin also vanish, E () = O(a*1).

4. Instability of blow-up

In the holomorphic case, one can express our solutions as limits of smooth solutions of a related system:
in (6), replacey by v £ iv, and separate real and imaginary parts; this yields smooth real solutions
(u4,v, v+,y) Of a system of nonlinear wave equations. Fety(x), u+ , converge, as | 0, uniformly on
every compact, to a functian. which coincides with the blow-up solution considered here fary (x).

As a concrete application, it may be useful in numerical computations to add systematically a small
imaginary part to the Cauchy data.

5. Caseof Kerr nonlinearity

Nonlinear optics requires replacing®by 2u|u|? with complex-valued:.

THEOREM 5.1. —For such nonlinearities, expansion (6) must be modified by the addition of terms
uz1T?InT. Coefficients may be complex, and are completely determined by v, the argument of ug, the
imaginary part of uz/ug and the real part of u3 0/uo.

1. Introduction

En 1984, Brezis [3] a soulevé la question de déterminer, pour une solution donnée de I'équation des
ondes cubique

Ut — Au = 21/{3, (1)

avec condition de Dirichlet, sur un ouvert borné régufiec R", n > 1, la borne inférieureyo(u) des
exposanty tels que la norme £ de u explose en temps fini. Plus précisément; &{ 3, on dispose de
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I'existence locale et de I'unicité de solutions classiques pour des données%jansafn) ; elles existent
tant qu’elles n’explosent pas dané K L2(2) ; la quantité

1
E/Q[utz—f-lvmz—uﬂ dx (2)

reste bornée (en fait, constante) ; l'inégalité de Gagliardo—Nirenberg permet d’exclure I'explosiontdans H
si u reste bornée dans’Lpour unp > n. Par suitego(x) < n pour les solutions Msi n < 3. Pour fixer
les idées, on ne considérera que le cagca B, boule unité d&R”, et I'explosion se produit d’abord au
centre, pour =0.

Il est a la fois commode et naturel de considérer le probléme plus général

u,,—Au:2u3+F(x,t), xeBet—1<t<0, 3)
u=¢kx,t), xeoBet—-1<r<0, (4)
(u,up) = (f(x),g(x)), pourr=-—L1. (5)

En effet, dans toute application ou calcul numérique, on doit souvent admettre la possibilité d’'un « bruit»
peu régulier au second membre, et I'on va voir que ce bruit peut modifier qualitativement I'explosion.
En deux mots, on montre qug = n pour des données et seconds membres peu réguliers, mais que
go = n/2 pour des données et seconds membres réguliers et « génériques ».
Dans tous nos exempleg(x, ) sera au minimum de classé& @t I'explosion se produira en = 0 et
t = 0. En définissanF par F = u;; — Au — 2u® on obtient des exemples explicites montrant en particulier
que
(1) Silasurface d’explosion est réguliége,< n/2 (Théoréme 2.1).
(2) Sin > 12, on peut trouverF (x, ) continue & valeurs dans?L et des solutions classiques avec
qgo=n/(1+ ¢) pour chaque € 10, 1[ (Théoremes 2.2 et 2.3).
Les deux types d’exemples sont obtenus en tronquant les séries

T_l{uo(X)+u1(X)T+u2(X)T2+ > uj,k<x>Tf(lnT)"}, (6)
0<k< ), j23

avecT =t — ¥ (x), |Vy| < 1, fournies par la méthode de réduction fuchsienne [4-7], qui conduit
aux développements singuliers les plus généraux possibles pour des singularitds éouf.comme le
développement de Taylor représente les solutions régulieres les plus générales.

Dans le premier cas, la solution est @ours < rmax = inf, ¥, alors que dans le second cas, les données
de Cauchy admettent une singularitéxes 0 qui ne conduit pas a une explosion immédiate. On montre
aussi dans ce cas que la solution est dans certaimblsa®guliére a I'instant d’explosion qu’initialement.

Le Théoréme 2.4 donne aussi des exemples de solutibriubhe sont pas nécessairemertt Bes
résultats admettent de nombreuses variantes et généralisations qui seront explorées dans un travail ultérieur.

Le Théoreme 3.1 montre que dans le casjoést réguliére, I'intégrale (2) (dite « d’énergie »), intégrée
pour |x| < |t| reste finie a I'explosion siy est plate au second ordre : cette énergie ne se focalise pas au
premier point d’explosion. De plus, il est remarquable que I'on puisse prédire la valeuy d® a partir
d’intégrales sur le cbne de lumiére, qui pourtant ne rencontre la surface d’explosion qu’en un point.

En dimension quelconque, on peut en fait donner une interprétation géométrique aux premiers
coefficients du développement (6) au premier point d’explosion; aiasést proportionnel a la courbure
moyenne de la surface d’explosion.

Enfin, on indique brievement les modifications essentielles a apporter au développementsi la nonlinéarité
a la forme 2/|u|? qui intervient en optique non linéaire. Il y a alors deux nouvelles fonctions arbitraires,
dont 'une dans le premier terme du développement (Théoréme 4.1).
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1.1. AutresrésultatsantérieursdansR”

Sur les premiéres estimationg pour I'équation des ondes, voir Strauss [9]. Gréace a la vitesse finie de
propagation, les résultats dalR$ fournissent quelques renseignements sur I'explosion a l'intérieur.

Lindblad et Sogge [8] résolvent le probléme déatis< H~1(R"), avecs = 4 — 1 sin > 4, et obtiennent
l'unicité sous une condition supplémentaire dans des espgagég)L(avecr < oo). On notera que
I'explosion dans ' entraine celle dans'¥# 1.

Merle et Antonini [1] obtiennent des bornes supérieures sur la vitesse de focalisatiorfdamghs H
sin=1(i.e., [, .y, (/> + |Vu|?) dx si la premiére singularité apparait.er- 0 pours = 0).

Rappelons aussi qu'il existe des techniques générales pour étudier la création et propagation de
singularités plus faibles, pour lesquelleseste bornée (voir p. ex. Bony [2]).

2. Théorémes

THEOREME 2.1. — Pour chaque entier m > 1, il existe un probléme de la forme (3)—(5), avec f, g, F,
¢ de classe C* pour lequel go = n/2m. Il existe aussi des solutions avec explosion sur un sous-ensemble
strict de B, d'intérieur non vide, pour lesquelles go = 0.

Ces solutions ont la forme(x, 1) = uo(x)/T + v(x, 1), avecT =t — ¥ (x), ¥ > 0,¢ € C®, v e C? et
est solution d’'une équation fuchsienne, laquelle est completement équivalente au probléme initial. Comme
uo(x)/ T n'est dans & pour aucun > 0, on voit quex, contrairement &, ne se prolonge jamais dan$.L

On donne maintenant des exemples de solutions moins régulieres.

On conviendra de dire queu«est solution classique» @i € (7_,C*([—1, O[; HZ%(B)), u® est
uniformément bornée dan€(B) et F € C([—1, 0]; L%(B)), u est d’énergie finie et vérifie 'équation au
sens des distributions? n’explose donc dansdpour aucune valeur de négative ou nulle.

THEOREME 2.2.-S ¢ €10, 1] et n > max(12— 12¢, 6+ 6¢), il existe un probléme de la forme (3)—(5),
avec une solution classique pour laquelle go =n/(1+ ¢).

Remarque 1. —u(z) e L? pourt <0sip <n/(2— 2¢).

Remarque 2. — Sin estimpaire < 1/3, etsiz —2+2e <k <5 —1—¢, alorsu(t) ¢ HX pourr <0,
maisu(r) € H* pourr = 0 : la solution est (instantanément) plus réguliére au temps d’explosion qu’elle ne
I'était avant.

Remarque 3. — Si I'on exige seulement quiF (¢)|| 1 et ||u3(t)|||_1 soient bornées pour< 0, on peut
trouver des solutions telles qge=n/(1+ ¢) sin > max6 + 6¢, 8 — 4e¢).

THEOREME 2.3.-S ¢ €]0,1[ et n > 6 + 6¢, il existe auss un probléme de la forme (3)—(5) avec une
solution classique qui est bornée pour chaquer < 0, et pour laquelle go =n/(1+ ¢).

On dira de méme queuest solution H» si u e (i_oCk([—1, 0[; HY¥(B)), u3, Au et u, sont
uniformément bornées dand(B), F € C([—1, 0]; L1n H~1(B)), etu est solution de I'équation.

THEOREME 2.4.—-S ¢ €0, 1[ et n > 4+ 4e¢, il existe un probléme dela forme (3)—(5)avec une solution
H® qui est bornée pour chaque r < 0, et pour laquelle go =n/(1+ ¢) ; elle explose dans H2 s n =5 et
e<1/4.

3. Application ala concentration del’ énergie

Considérons une solution de la forme (6) avede classe €.
Soit E(x) I'intégrale de I'énergie de au temps—« sur la boule de centre 0 et de raywnAlors
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THEOREME 3.1.-Ona E(«) = O(e" %) quand « | 0. S Vy/(0) =0, alors

E(a) ~ —%a"—%w(m.

S en outre les dérivées d’ ordre deux de  sont aussi nulles, E («) = O(a*1).

Ceci montre que cette « énergie » ne se concentre pas au premier point d’explgsiest sissez plate.

4. Ingtabilité del’explosion

Dans le cas analytique, les solutions (6) peuvent s’écrire comme limites de solutions sans singularité : on
remplaceys pary + iv, et I'on sépare les parties réelle et imaginaitey. ,, v+ ), obtenant ainsi une
solution réguliere du systéeme que vérifient ces deux composantes. Larsguex), lesuy , réelles
tendent uniformément sur tout compact vers une fonatioui prolonge la solution explosive.

Comme application concréte, on peut suggérer de calculer numériquement les solutions explosives en
rajoutant une petite partie imaginaire aux données de Cauchy.

5. CasdelanonlinéaritédeKerr

L'optique non linéaire conduit & des nonlinéarités cubiques de la forne®avecu complexe.

THEOREME 5.1. —Pour de telles nonlinéarités, le développement (6) doit aussi contenir un terme
u1T?InT. Les coefficients sont complexes, et sont déterminés par v, |I’argument de uo, la partie
imaginairede uz/uo et la partieréelle de uz o/uo.

On peut aussi déterminer certaines combinaisons de la solution et de ses dérivées qui restent finies a
I'explosion.
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