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Résumé

Abstract

On considere des operateurs de Schrodingersur Z de la forme H = Hj x . =

AV(X + nw)dy + A ou v est une fonction réelle analytique non-constante sur le tore

d-dimensionnelT? (d > 1) et A le Laplacien discret suf.. DenotonsL,(E) Iexposant
de Lyapounov, consideré comme fonction de I'énetgiet du vecteur de rotation € T¢.
Pour|A| > Xg(v), on a la minoratiorL, (E) > 1 5 log 2| uniforme pour touter etw. Pour
tout A et w, Ly,(E) est une fonction continu dE En plus,L(E) est continu comme
fonction de(w, E) en tout pointiwg, Eg) € T¢ x R tel quek - wg # 0 pour toutk € Z9\ {0}.
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Lyapounov exponents for discrete, quasi-periodic Schrodinger
operators

We consider quasi-periodic Schrodinger operatdron Z of the form H = Hy , ,, =
M(x + nw)sy, ,» + A wherev is a non-constant real analytic function on th]etorus
T d > 1) and A denotes the discrete lattice Laplacian BnDenote byL.(E) the
Lyapounov exponent, considered as function of the endfggnd the rotatlon vector
o € T9. Itis shown that foti| > Ag(v), there is the uniform minoratioh, (E) > Iog [\
for all E andw. For allA andw, L, (E) is a contmuous function of . Moreover Lo (E)
is Jomtly continuous in(w, E), at any pointiwg, Eg) € T¢ x R such that - wg # 0 for all
kezd \ {0}. To cite this article: J. Bourgain, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002)
529-531.
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1. Introduction

Soit v une fonction réelle analytique sur le tatedimensionall? (d > 1), v non-constante eb € T¢.
On y associe un opérateur de Schrodinger quasi-périodiqué sur

H= HA,x,a) =X +nw)d,y + A,
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ou A est le Laplacien discret sdr

1 siln—n'|=1,
An,n) = 2
(n, ) {O autrement. 2)

Denotons les matrices de transfert

0
My(Esx) =[]

(Av(x +nw)—E -1
n=N-1

" ) ) € Ste® €
et 'exposant de Lyapounov

. 1
L(E) = Lo(E) :N'i“ooﬁ/w log]| M (E: )| dbx. @

Rappelons les theorémes de [7] et [3,1].
THEOREME 1 ([7]). —Pourd =1et|r| > Ao(v), L(E) > %Iogm pour toutw et E.

THEOREME 2 ([3] pourd = 1, 2; [1] d arbitraire). -Soit H donné par(1) (A fixé) et supposons que
L. (E) > 0 pour toutw et E. Alors pour toutex € T, il existe un ensembli@, c T¢ de pleine mesure, tel
queH, ., ala propriété de localization d’Anderson pour taute ;.

Rappelons que la propriété de localization d’Anderson signifie que la spectre de I'opérateur est purement
ponctuel et les fonctions propres correspondantes ont une décroissance exponentiekeoli| — oo.
Récemment, on a démontré dans [4] les propriétés suivantes de I'exposant de Lyapoubx fdour

THEOREME 3 ([4]). —Soitv réel analytique suff. Alors

(1) L, (E) estune fonction continue de I'énerdig pour toutw.

(2) Siwg € T estirrationel(i.e. kwo # 0 pour toutk € Z \ {0}), L, (E) est continue au pointwo, Ep)
(pour touteEp).

Remarques- (1) Le Théoréme 1 se démontre par complexification. Doradmet une extension
analytique bornéé sur une band¢z =x +iy |z € R, |y| < p} pourp = p(v) > 0. On utilise alors le
fait qu'il existes > 0 tel que pour tout&; € R

max min|v ivo) — E 8 5
O<yo<p/10 xeR|U(x +1yo) 1| ~ ( )

et des considérations simples de mesure harmonique.

Une approche de ce genre ne semble pas s’appliquer au cas de potentiels réel analytifitjesastir
pour des classes particulieres (par example,est un polynome trigonometrique). De tels résultats furent
obtenus par M. Herman.

(2) Concernant le Théoreme 3(1),(-) a un module de continuité si on suppasevérifyant une
condition diophantienne

Ik -l > C~Yk|~C¢ pourtoutk € Z \ {0} (6)

(ou C est une constante). Voir [5] et [1].
Si on particulierw vérifie

infiez o) 1k1[log(1+ k)] Ikl > O (7)
(pour une constant€) et
L,(E) >8>0 pourtoutE € [E1, E2] (8)
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alorsL,(-) satisfait une estimé Holderienne.

Mais on ne peut espérer dans le Théoréme 3(1) un module de continditéiforme enw.

(3) 'Enoncé dans le Théoreme 3(2) est fauxgic Q. Considérons par example I'opérateur Présque—
Mathieu, qu’on obtient pous = 1, v(x) = cosx. Alors L, (E) = max0, log(|A+|/2)) pour toutir, E €
o(H) etw ¢ Q tandis que pouw = p/q, L,/,(E) dépend deg (voir [4,6]).

2. Resultats dans le cas multi-frequences

Considérons maintenant le modéle (1)woést non-constant réel analytique §ir, d > 2. Dans [2], nos
avons établi les analogues des Théorémes 1 et 3¢gheu2. Les arguments se généralisent audas?2.
Donc

THEOREME 4 ([2]). — L, (E) > 1 loga, pour toutw, E et|r| > io(v).

THEOREME 5 ([2]). —
(1) L, (E) estune fonction continu de I'énerd; pour toutw.
(2) L, (E) est continue eliwo, Eg) comme fonction déw, E), sik - w # 0(mod 1) toutk ¢ Z2\ {0}.

On obtient comme corollaire du Théorémes 2 et 4.

THEOREME 6. —Soit v réel analytique non-constant suf? et |A| > Ag(v). Alors pour presque
tout w € T, I'opérateur de SchrédingeH, ., = Av(nw)s, » + A satisfait la propriété de localization
d’Anderson.

Remarques- (1) Le Théoréme 4 flt établi dans [3] et [5] pduf > Ao(v, w), €n supposanb vérifiant
une condition diophantienne. Cela ne nous permettait que d’enoncer le Théoréme 6 que comme résultat
perturbatif (sid > 1 etv arbitraire, réel analytique).

(2) Il est également démontré dans [5] qug(E) satifait un module de continuité @h si w vérifie une
condition diophantienne. Si on suppdsg(E) > § > 0 en plus, le module de continuité est de la forme

1\7
exp{— (Iog m) ] 9)
pour une valeur dg > 0 (le probléme de continuité Holderienne est non-résolu).
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