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Résumé Pour une classé de probabilités eP une probabilité d&?, nous montrons, sous certaines
conditions, I'existence d’une solution au probléme de I'approximatiof garC. Il existe
une probabilitéQg € C telle quel(P, Qg) < I(P,Q), VO € C, oul est le carré de la
distance de WassersteiRour citer cet article: N. Bdlili, H. Heinich, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. | 335 (2002) 537-540.
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Approximation for the Wasser stein distance

Abstract Let C be a set of probability-measures aAda probability onR?. Under some conditions,
we show that we have a solution to the approximation problem® &fy C. There exists
a probability Qg € C, such thai (P, Qg) <I(P, Q), YO € C wherel is the square of the
Wasserstein distanc&o cite this article: N. Belili, H. Heinich, C. R. Acad. Sci. Paris,
Ser. | 335 (2002) 537-540.
O 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

1. Problemeet résultats

Les variables aléatoires (v.a.) considérées sont définies sur un espace probabilisé suffisament riche,
E[X] et L(X) désignent respectivement I'espérance et la loi de la X.aPour deux probabilitésP
et 0, définies suR?, (P|Q) est 'ensemble des probabilités SRf x R¢ dont les marges sor® et
0 etl(P,Q) =inf{E[||IX — Y||?], L(X,Y) € (P|Q))} est le carré de la distance de Wasserstein. Cette
expression n'a d'intérét que #i et Q ont des moments d’ordre deux?(P) := [ ||x||?dP(x) eto?(Q)
finis. Un couple de v.a(X, Y) est optimal pouP, Q) sil(P, Q) = E[||IX — Y|*] = 02(P) + c(Q) —
2E[(X,Y)], L(X,Y) € (P|Q). Lexistence d'un couple optimal est classique cf. [1] et [2]. Pour une
classeC de probabilités suR? et une probabilitéP deR¢, I(P,C) :=inf{{(P, Q), Q €} est le carré
de la distance de® & la classeC. On s'intéresse au problem@) de I'existence deQ € C telle que
I[(P,C) =I(P, Q). Pour la class&, formée par les probabilités uniformes sur les compacts convexes
d’intérieur non vide, Cuesta-Albertos, Matran et Rodriguez-Rodriguez ont montré dans [3], I'existence
d’une telle probabilité lorsqu® est abolument continue par rapport & la mesure de Lebesdré de
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Nous allons, en simplifiant leur preuve, affaiblir la condition guet généraliser la classg. A cette
fin, introduisons quelques notations supplémentaliesst 'ensemble des projections orthogonaleRfle
et pourA Cc RY, eV A) est I'espace vectoriel engendré par Une probabilitéQ, ou une v.ay = (V;)
de loi Q, est symétrique (relativement a une base), si pourdett(s;) € ({—1, +1})", L(eY) = Q, ou
eY = (8[ Yi).

Nous allons considérer une classe de probabilité&%eérifiant les conditions suivantes.

—C est formée de probabilités ayant un moment d’ordre 2.

(1) C est stable par translatiorQ € C si et seulement S (- — a) € C, Va € R4.

(2) Pourtoutr € I, et tout réek +# 0, C est stable pouwr = ax + 7 i.e. siu(Q) est la probabilité définie
paru(Q)(f) = Q(f ou), alorsu(Q) € C pourQ €C.

(3) Pourp € C, fermeture pour la convergence en loi, notdhsle support deu, et x1 la projection
orthogonale suevS,). Alors il existe 0 € C telle queu = 7(Q) et 7(Q) est symétrique, en
particulier si dimeu(S,) =d, alorsp € C.

(4) Pourtoutr e ITetQ eC, dimeuS;(p)) =dimzm.

Le résultat principal est le théoréme suivant.

THEOREME —Soit P une probabilité surR? telle quedimeMSp) = d et C une classe vérifiant les
assertions précédentes, alors il exigles C telle quel(P, Q) =I(P,C).

Démonstration. -Réduction du probleme. Le problen@®) est équivalent au méme probléme en
supposant les probabilités centrée§x dP(x) = [xdQ(x) = 0. Nous adoptons ce cadre, dans toute
la suite, en écrivant encoré€ pour la classeC centrée. Il existe une suitéQ,) C C, telle que

(o £ w, [(P, ) <I(P,C). Si dimeus,) =d, la propriété (3) implique qug € C, et le théoreme est
prouvé. Supposons diews,) < d. Le Corollaire 1 assure que diem(S,) > 1. L'assertion (3) donne
I'existence d’une probabilit® € C telle quen = 7 (Q) et Q* = 7-(Q) est symétrique et différente de
8o par l'assertion (4). Le Corollaire 2, montre que-(P) = 8o, ce qui est contraire a I'hypothése sur
P. O

LEMME. —Soit P et Q deux probabilités centrées ayant des moments d’ordre d@usymétrique et
I(P, Q) =0?(P) +02(Q). Alors les supports d® et deQ sont orthogonaux.

Démonstration. -On utilise I'assertion suivante :

Soitu une probabilité suR”+? dont la marge sulR” — respectivement siR” estj; — resp.u2 et soit
X une v.a. définie su(21, A1, P1) de loi u1. Il existe un espace de probabilit€2 = Q1 x Q2, A =
A1 ® Az, P = P1 ® P>), —0U(Rp, A2, P2) est un autre espace probabilisé — et un couple de(XaY)
tels quel(X,Y) =u, LX) =pu1, LY) = uz et X (w1, w2) = X (w1).

Ceci nous assure que pour taxg de loi P, il existe Yo de loi Q telle que(Xo, Yp) soit optimal. Par
conséquenkE[(Xo, Yo)] =0 et doncE[(X,Y)] <0siL(X,Y) e (P|Q) et, en changearit en—Y, on a
E[{X,Y)]=0. SoientX et X’ deux v.a. indépendantes de méme#moila probabilitéP* = £(X — X’) est
symeétrigue. Comme précédemment, pour toute Xg. L(Xo) = P*, il existe Yo, L(Yo) = Q, telle que
I(P*, Q) = E[|| X0 — Yo|/?]. PrenonsXo = X — X/, on en déduit qué&[(Xo, Y)] =0, VY de loi Q, d’ou
I(P*, Q) = 02(P*) + o2(Q). Nous pouvons supposer, sans perte de généralité? qst symétrique.

Pour une v.aZ notonsS(Z) = (S(Z;)), ou S(Z;) est le signe de&Z; et |Z| := (| Z;]). Soit (X,Y) un
couple de loiP ® Q, alorsL(S(Y)|X|) = P et L(S(Y)|Y|) = Q, on en déduitE[{|X]|, |Y|)] = O, donc
(X,Y)=0p.s. Lapreuve s'achéve

COROLLAIRE 1.—Soit P une probabilité suiR? telle que I'espace vectoriel engendré par son support
est de dimensiod, alors/(P, C) < o?(P).

Démonstration. -Supposons qui P, C) = o2(P) = I(P, 8o). PourQ € C eta € R\{0}, on aaQ € C.
Le minimum de la fonctiom — [(P, a Q) est atteint et vaut2(P) — (E[(XY)])?/02(Q), ol (X, Y) est
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optimal pour(P, Q). En prenantQ symétrique on en déduit, comme dans le lemtXe,Y) = 0 p.s. pour
toutes v.aX de loi P etY de loi Q symétrique. Par conséquent le supporidest orthogonal au support
de Q, ce qui est contradictoire.

COROLLAIRE 2.-SoientQ et P deux probabilités d&R? et = e I1, 1 < dimz < d. Supposons
que pour tout réel: £ 0, etu = 7+ + am, on a: (P, 7-(Q)) <I(P,uQ). Alors il existe un couple
(X,Y) tel que(z+(X), 7 (Y)) soit optimal pour(z-(P), 7+ (Q)). De plus, pour un tel couple, on a
E[{z(X),7(Y))]=0.

Démonstration. Notons Z1 = n(Z), Z» = n-(Z). Lexistence d’'un couple(X,Y) vérifiant les
conditions du corollaire résulte de I'assertion du lemme. Les inégal(i8s0,) < [(P,uQ) < 0%(P) +
a’02(01) + 02(Q2) — 2E[(X2, Y2)] — 2 E[(X1, Y1)], donnent, en prenant le minimum enl(P, Q) <
I(P, Q2) — (E[(X1, Y1)])?/02(Q>). Ce qui permet de conclure.

2. Exemples
2.1. Loisuniformessur les convexescompactsd’intérieur non vide

Il est aisé de voir que s§ est I'intérieur du supporf de Q € C,, alors Oe§ . En fait, cette propriété est
valable pour toute probabilité centrée dont I'enveloppe convexe du support est d’'intérieur non vide.

Si la suite(Q,) c C, converge en loi verg, on montre que les suppoifs desQ, sont contenus dans
un compack et qu’ils convergent p.s. (pour une sous-suite omise) yers

PrROPOSITION —Soient(Q,) C C, une suite de probabilités convergeant en loi verst (S,,) une suite
de supports de2,, qui converge p.gpour une sous-suite omjseersS. Alors, on aS = S,, ou S, estle

support dew.

Preuve succincte. Montrons queS, est contenu dans. Nous pouvons supposer, sans perte de
généralité, ques est fermé. SiB est une boule compacte telle gBeN S = ¢, on établitqueBN S, =¥

des quen est suffisament grand. Par conséquentB) = 0 d’ou u(z%) = 0. Le complémentaire d§ est
réunion dénombrable de boules ouvertes d’adhérence compacte, par congé§tieat0, doncsS, C S.
Pour la réciproque, supposons que €i5,) = p > 1 et notonsr la projection orthogonale sur cet

espace. Soit, b deux points deR?, tels quea; < b;, Vi et[a,b] C n(§), on montre qu'il existek > 0
tel que A4(S, N(a <7 <b)/A4(S,) = Qnla < 7 < b) > k. On en déduit u(a < 7 < b) >k, ie.
ScS,. O

Montrons maintenant le point (3), les autres conditions étant évidentes.

Soit (Q,,) C C,, telle queQ, £> u, avec 1< dimevS) < d, ou S est le support de.. La projection
orthogonale suev(S) est notéer-. Nous avons vu (proposition) que les suppdttsie Q,, tendent vers le
supportS, pour une sous-suite omise. Choisissons un pine S, tel que|r (M,)| = supz(S,), on peut
supposet,, = w(M,) > 0. Les applications, = (1/a,)r + 7, transformenp,, en 0 :=u,(Qn) €Cy.
Pour une sous-suite, omise,(M,) converge. Montrons la convergence en loi de la suf). Pour
chaque, S, est contenu dans le compact convéxe= {x | 7+ (x) € 71(S,), |7 (x)| < a,}. Lapplication
uy transformek, en K qui est contenu danis | 7+ (x) € 71(S,), |7(x)| < 1}. Pourn > N(¢) on a
K} C{x |m(x)| <1, 7H(S)(e)}, oli A(e) est 'ensemblgx | d(x, A) < }. Par conséquent la suit@)

est relativement compacte en loi. On peutsupposegi;ué 0, le support de2 est de mesure strictement

positive, donaQ e C,. Il est évident quer(Q,) = 71 (Q}) A 7(Q) = u. Enfin, il suffit de symétriser
7(Q), ce qui conserve I'appartenancég pour avoir prouvé qué, vérifie I'assertion.
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2.2. Autresexemples

Soit (Q,,) une suite convergeant en loi vers de supportS et dimeu(s) > 1, notonst* la projection
orthogonale sur cet espace. La méthode précédente montfg gues p.s. et que la suité, (Q,) = Q)

est relativement compacte en loi. De plus,&iest une valeur d’adhérence de cette suite, alors I'e.v.
engendré par le support @eestR?.
Il en résulte d’autres exemples comme :

A — L'ensemble des probabilités de loi uniforme sur la frontiere d’'un convexe compact d’intérieur non
vide.

B —L'ensemble des probabilités de loi uniforme syf\C2, C; convexes compacts d’intérieurs non vide.
C —Laclass&, formée par les probabilité@ ayant un moment d’ordre deux et telles que

Q(PA+ (1—0)B) >inf[Q(A), Q(B)], VA,B, ¥9€10,1],

et dont le support engendR¢. Si 0 € C,, alorsQ a une densitg, telle que{g > a} est convexe pout
touta e R.
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