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Résumé Nous énongons une généralisation du théoréme central limite ponctuel de Wu [12] pour
I'estimateur linéaire par méthode d’ondelettes. Nous présentons également une loi du
logarithme itéré ponctuelle pour ce méme estimateur. Pour établir cette loi du logarithme
itéré, nous utilisons les résultats de Mason [9] sur le comportement asymptotique du
processus empirique de quedeur citer cet article: A. Massiani, C. R. Acad. Sci. Paris,

Ser. | 335 (2002) 553-556.
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A law of theiterated logarithm for wavelet density estimator

Abstract We state a pointwise central limit theorem for the linear wavelet density estimator in a more
general setting than the result of Wu [12]. Furthermore, we also give a pointwise law of the
iterated logarithm for this density estimator. Our proof of the law of the iterated logarithm
uses the results of Mason [9] on the asymptotic behavior of the tail empirical prdcess.
citethisarticle: A. Massiani, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 553-556.
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1. Introduction

Depuis le début des années 1990, la théorie des ondelettes, développée, entre autres, par Meyer [11],
a fourni aux statisticiens de nouveaux outils d’estimation non paramétrique. Ces méthodes, que nous
présentons brievement ci-dessous, sont dans le prolongement des méthodes d'estimation par séries
orthogonales.

Soient X1, X2, ... des variables aléatoires indépendantes et équidistribuées de densité ingonnue
appartenant ai(R), que I'on cherche a estimer. Soientine fonction d’échelle e¥ une ondelette mere,
toutes deux a support compact, associées a l'analyse multiréso{itjpnz. Notons, pour toug et k
dansz :

oi=2"%p(2) k), W =220(2 k),

a,-k=/ F )i Gu) du, ﬂjk=/ F 0w () du.
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On a alors I'égalité dansd. pour jo fixé dansZ : f = " ;¥ jok@jok + Zj>j0 > kezBik Yk

Cette décomposition suggére d’'approctfepar sa projectiord " .,a ok ok + le”:;ol > kezBik Vi
sur le sous-espace de dimension infig, ot j, dépend du nombre d'observations On estime
alors les coefficients ;. et By par les quantitég ; = %Z?:lgojok(xi) et Elk = %E?:l‘llzk(Xi), pour
Jjo<I< j, —1etk € Z. Ceci conduit ainsi & considérer I'estimateur « Iinéaip@n»def défini par:

Jn—1
fi, ()= Zajofﬂjok(x) + Z ZﬂZk\Iflk(X), pourx € R. (1.1)
keZ l=jo keZ

Cet estimateur se réécrit sous la forme suivante, proche de celle d’un estimateur a noyau :
A 2/in . .
fin@)==>"K(2"x,2/"X;), pourxeR, (1.2)
o

OUK(x,y) =) epex —k)e(y —k), pourx,y e R.

Une question naturelle (et méme inévitable!) est d’évaluer les performances globales ou ponctuelles des
estimateurs par méthode d’ondelettes. Pour une étude du comportement asymptotique du, résane L
les espaces de Sobolev et de Besov, on peut consulter le livre de Hardle et al. [7]. Leur travail concerne les
estimateurs linéaires, ainsi que les estimateurs non linéaires, dits «a seuil », que nous n’abordons pas ici.
Zhang et Zheng [13] se sont quant & eux intéressés a la normalité asymptotique de I'eeeutilisent
leur résultat pour construire un test d’ajustement de la densité. En ce qui concerne la vitesse de convergence
ponctuelle, Wu [12] a obtenu un théoreme de normalité aymptotique. Nous reformulons ici de maniére plus
générale le Théoreme 3.16 de Wu [12], et nous énongons une loi du logarithme itéré, comparable a celle
démontrée pour les estimateurs a noyau par Hall [6], puis Deheuvels et Mason [5].

La Section 2 est consacrée a la présentation de nos résultats. La preuve compléte de ces résultats figure
dans Massiani [10]. Cependant, quelques éléments de preuve de la loi du logarithme itéré pourront étre
trouvés dans la Section 3.

2. Présentation desrésultats

Nous supposons désormais que la fonction d’échelkest continue a gauche, bornée, et a support
compact. L'exemple le plus simple d’une telle fonction est la fonction de Haar définiespdrg 1.

Un probléme important réside dans le choix correct du «terme de normalisation» intervenant dans
les résultats que nous cherchons a établir. Nous précisons pour commencer ce terme de normalisation.
Un calcul élémentaire montre que giest continue en un point tel que f(x) > 0, alors la variance

asymptotique defjn (x) est de l'ordre de%f(x)ff"Oo K?(2/nx,u)du. Remarquons alors que la suite
{ffooo K?(2/"x,u)du, n > 1} est bornée, comme le montre le Lemme 2.1 suivant (ce lemme est une
conséquence directe de l'inégalité de Holder et du Théoréme 4, p. 33, de Meyer [11]).

LEMME 2.1.— Sous I'hypothése qug est une fonction continue & gauche, bornée, a support compact,
il existe deux constantds et C strictement positives telles que

o0
B < / K?(x,u)du < C, pourtoutx € R.
—00

Rappelons aussi que I'égalig&(u — [, v —1) = K (u, v), vraie pour tout entieret tous réels etv, a pour
conséquence que, pour tout point binaire p/27 ol p etqg sont dang\, la quantitéff"OO K2(2/nx, u) du
est égale affooo K2(0,u)du, dés quen est assez grand. Rappellons enfin, comme le font remarquer
Antoniadis et al. [1], que, st n’est pas un point binaire, la sui(g’i’oOo K2(2/nx,u)du, n > 1} n'est en
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général pas convergente (sauf, bien sdr, dans le cas de la base de szio%g,léé(zfnx, u)du =1, pour
toutx et toutn).

En conséquence, nous réécrivons le Théoréeme 3.16 de Wu [12] sous la forme plus générale énoncée
dans le Théoréme 2.2 ci-dessous. Nous supposons en outie egteune fonction continue en un point,
et non sur tout un intervalle, et nous considérons une $yiten > 1} vérifiant les hypothéses générales
suivantes :

Jn 100, et 21] — 00, quandn — oo. (2.2)
THEOREME 2.2. — Soitg une fonction continue a gauche, bornée, a support compact. Supposons que
f est continue en un pointtel que la quantitéf (x) soit strictement positive. Sila suitg,, n > 1} vérifie
la condition(2.1), alors I'estimateurf;, défini par(1.2)vérifie:

(n )1/2 fin @) —Ef;, (x)

£, N0, D), (2.2)

2in (f(x) ffooo K2(2/nx, u)du)l/2 n—o0

0UN(0, 1) désigne la loi normale centrée réduite.

Précisons que ce résultat s'obtient en suivant la démarche générale de Wu [12]. On cherche un équiva-
lent asymptotique de la variance, et on remplace le Lemme 2.8 de Wu [12] par le Théoreme 27.2 de
Billingsley [2], en s’assurant que la condition de Lindeberg est bien vérifiée.

Remarque2.1. — Le résultat précédent reste vrai si I'on supposeggast une fonction de I'espace de
Schwarz d’ordre envisagé par Wu [12].

Nous énong¢ons maintenant une loi du logarithme itéré. Cette loi du logarithme itéré est valable si I'on
suppose qu'en plus des conditions précédentes, la fongtest a variations bornées. La fonction de Haar
vérifie bien sdr cette nouvelle condition. D'autres exemples de telles fonctions peuvent étre fournis par
la construction de Daubechies (cf. Daubechies [3], ou Hardle et al. [7], Chapitre 7). Nous utilisons dans
notre théoréme la notation leg = loglog(max(n, 3)), et nous considérons une suftg = [d,], n > 1},
ou{d,, n > 1} vérifie les conditions suivante$ :

dy 1 0, ZLd to0, et — 00, quandn — oo. (2.3)

2dn logyn

THEOREME 2.3. — Soitg une fonction continue a gauche, a support compact et a variations bornées.
Supposons qu¢ est continue en un point tel que la guantitéf(x) soit strictement positive. Si la suite
{jn, n > 1} vérifie la condition(2.3), alors I'estimateurf;, défini par(1.2)veérifie:

( n )1/2 (f@®—Ef,)
2x 2inlogyn ) (f(x) [°2 K2(2inx,u)du)/2

Remarque2.2. — Si la fonctiony n’est pas supposée continue a gauche, le Lemme 2.1 et les deux
théorémes précédents restent valables pour presque t@R.

lim sup=+

n—oQo

1 ps. (2.4)

3. Quelques élémentsde preuvedu Théoréme2.3

L'idée directrice de cette preuve s'inspire des articles de Deheuvels et Mason [4,5]. Ngtdas
processus empirique uniforme basé sur des variables aléaiirés, . .. indépendantes et uniformément
distribuées suf0, 11, qui est défini pour > 1 et 0< s <1 par i, (s) = Vi (2 0 Liv<s) — 5). Le
point de départ de notre démonstration est alors d’exprimer, grace a un changement de variable et a une
intégration par parties, la quantifg (x)— Ef, (x) en fonction des accroissements du processus empirique
uniforme. Plus précisément, on obtient :
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2jn 00 N
ﬁ/_ |:Oln <F (X + W)) _Oln(F(x))] dKy(s),

ol F désigne la fonction de répartition d@, .. ., X,, et K, la fonction—K (2/7x, 2/nx + -).

On peut alors utiliser le Théoreme 1 et le Corollaire 2 de Mason [9]. Le premier résultat est une
approximation du processus empirique de queue par une suite de processus gaussiens, dans le prolongement
des résultats de Komlos et al. [8]. Le second, conséquence du premier, est une loi du logarithme itéré
fonctionnelle pour le processus empirique de queue. Cette loi du logarithme itéré fonctionnelle permet
d’obtenir une majoration de la limite supérieure intervenant dans (2.4). Le Théoreme 1 de Mason [9] permet
ensuite de ramener une partie de la preuve de la minoration de la limite supérieure intervenant dans (2.4) a
I'étude du tableau triangulaire constitué des variables gaussie¥ngs, . . ., Z; définies par :

fin @) = Ef;,(x) =

o0
7" = an_l/z/ Wy (ans) dK,(s), pourm < n,
—00

ou Wy, Wo, ... est une suite de processus de Wiener bilatéraux indépenddats et > 1} est une suite
décroissant vers 0. On utilise alors pour compléter la démonstration du Théoréme 2.3 des arguments
présents dans Hall [6], ou est établie une loi du logarithme itéré pour des tableaux triangulaires.
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