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Résumé SoientG un groupe etd un sous-groupe d€. Supposons quéG, H) est une paire de
Hecke et qued est engendré par un ensemble fini symétriqiéag@nérateurs. Alor&/H
posséde une structure naturelle de graphe (en général avec boucles et arétes multiples) dont
les composantes connexes constituent une fargillg;.; de graphes finis connexés
réguliers. Nous indiquons des critéres pour que la taille de ces graphes finis soit ou non
bornée, ou tende vers I'infini. Lorsque la taille déstend vers I'infini, nous énongons des
critéres pour quéX;); s soit une famille de graphes expanseurs, ainsi que divers exemples.
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Families of expanding graphs and Hecke pairs

Abstract Let H be a subgroup of a grou@. Suppose thaiG, H) is a Hecke pair and tha& is finitely
generated by a finite symmetric set of skzeThenG/H can be seen as a graph (possibly
with loops and multiple edges) whose connected components form a fafily.; of
finite k-regular graphs. In this Note, we analyse when the size of these graphs is bounded
or tends to infinity and we present criteria fo¥;);<; to be a family of expanding graphs
as well as some examplero cite this article: M.B. Bekka et al., C. R. Acad. Sci. Paris,

Ser. | 335 (2002) 463-468.
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Abridged English version

Let G be a group and{ a subgroup of5. SetY = G/H andl = H\G/H. We assume thaiG, H) is a
Hecke pair, i.e., the orbits of in Y are finite.

Assume moreover (as in Propositions 3 and 4 below) thas finitely generated and that some finite
symmetric generating subsgtof sizek has been chosen iH. The correspondin§chreier graph is the
graph with vertex seY and such that the set of edges connecting any two verfiegggly’ is in bijection
with {s € S | sy = y’}. In general, this graph contains loops and multiple edges. The fai¥jly<; of
connected components of this Schreier graph is a famikrifgular finite graphs. We denote m? the
vertex set ofX; and by|X?| its size. The question which motivates this Note is: wheqXi9;c; afamily
of expanders? (as defined, for example, in [10], here with the explicit requirement thatxﬁj = 00).
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We denote byC the corg,.; g¢Hg * of H in G and byL : I — N the functioni |X?|.

geG

PrROPOSITION 1. —Let (G, H) be aHecke pair. Let L and C be as defined above.
(i) Thefunction L isboundedif and only if H is commensurable with a normal subgroup of G.
(i) If H isfinitely generated and if [H : C] = oo, then the function L is not bounded.
(iii) Thereexist pairs (G, H) suchthat [H : C] = oo and such that the function L is bounded.

It is well known (cf. [14,16]) that there exist a totally disconnected locally compact gigupcompact
open subgroup? of G and a homomorphism: G — G with dense image, such that 1(H) = H (thus
G/H =G/H andH\G/H = H\G/H). In the particular case whet&, H) = (SL(n, Z[1/p]), SL(n, Z))
for some integer > 2 and primep, the pair(G, H) = (SL(n, Qp), SL(n,Z,)) is an example of such a
totally disconnected Hecke pair associated@o H). We say that a locally compact grodpis a Howe—
Moore group if, for any unitary representation of G which does not have non-zero vectors invariant by a

non-compact closed normal subgroup@fall coefficients ofr are zero at infinity.

PROPOSITION 2. —Let (G, H) be a Hecke pair and let (G, H) be as above. Assume that the group G is
unimodular, residually linear, and Howe-Moore, and that for any noncompact closed normal subgroup N
of G, theindex of ﬂxeNxHx—l in H isinfinite. Then the function L : H\G/H — N is proper.

Assume thatH is generated by a symmetric set of sizdet ¢2(Y) be the space of square-summable
complex-valued functions oli = G/H, let E(ZJ(Y) denote the closed subspace of functions orthogonal to
the locally constant functions, and I)ef, be the natural unitary representationffon E%(Y). For each
i € 1, the largest eigenvalue of the finite grafgh is & and is simple, since this graph Asregular and
connected; left1(X;) denote its second largest eigenvalue.

PrROPOSITION 3. —Let (G, H) be a Hecke pair. Using the notation defined above,
(i) inf;c;(k — n1(X;)) > 0 if and only if the representation ,021 does not weakly contain the unit
representation 1;
(ii) if H isamenableand Tim,c;|X°| = oo, theninfic; (k — p1(X;)) =0;
(i) if H hasProperty (1), theninf;c;(k — n1(X;)) > 0.

Recall that a groug! has Propertyt) (a weakening of Kazhdan’s Property (T)) if;1is isolated from
the set of representations of finite quotient group&oivhich have no non-zero fixed vectors (cf. [10]). It
follows from Proposition 3(i) that, under the additional hypothesis that the fungtigrproperthe family
(Xi)ier isafamily of expandersif and only if the representation p?, has no non-zero fixed vectors.

Though Sl(2, Z) does not have Propertit), it has an analogous property involving representations
which are defined on quotients by congruence subgroups (a theorem of Selberg).

PROPOSITION 4. —For any prime p, consider the Hecke pair (SL(2, Z[1/p]), SL(2, Z)) and a finite
symmetric generating set S of SL(2, Z) of size k. Then the corresponding family (X;);c; of connected
k-regular finite graphsis a family of expanders.

1. Introduction

Les constructions explicites de familles deaphes expanseurs exploitent souvent les propriétés des
quotients finis de certains groupes infinis de type fini; voir par exemple [4,6,10,12,13]. L'objet de cette
note est de mettre en évidence le role paises de Hecke dans ce contexte.

Soit X un graphe fini connexe @ sommets; il se peut que plusieurs arétes lient une méme paire de
sommets, ou qu’une aréte ait ses extrémités confondues (ces arétes bontlies). Le spectre de X est
la suitepo(X) > u1(X) > --- > u,—1(X) des valeurs propres de la matrice d’adjaceadde X, a lignes
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et colonnes indexées par I'ensemil@ des sommets d&, dont le coefficientd,, est par définition le
nombre d’arétes liant les sommaeatst y (chaque boucle en fournit une contribution de 1 4, ,). Par
souci de simplicité, nous restreignons ici la discussion au cas ou il existe unkatetigue le graph« soit
k-régulier, c’est-a-dire o)~ _yo Ay, = k pour toutx € X0, C'est alors une conséquence du théoréme de
Perron—Frobenius que= 1o(X) > pu1(X) et quelu,—1(X)| < k.

Dans ce contexte, uriamille d’ expanseursest une famillgX,),,>1 de graphes finis connexkgéguliers
telle que lim— 0 |X2| = oo et inf,>1(k — n1(X,)) > 0.

Soit H un groupe de type fini opérant a gauche sur un enseihbét soitS ¢ H un systéeme fini de
générateurs tels que L = S. Le graphe de Schreier correspondant est le graphg-régulier S¢H, S; Y)
d’ensemble de sommei5s pour lequel I'ensemble d’arétes liant deux sommetg’ est en bijection avec
{s € §|s(y) =y'}. Les composantes connexes d'un tel graphe sont en bijection naturelle avec les orbites
de H dansY. Un théoréme de Gross précise quand un graphe fini cornireggulier est un graphe de
Schreier; c’est par exemple toujours le cak sst pair (voir [11]).

Soit H un sous-groupe d'un groug@e Nous désignons patr = G/ H I'espace homogéne correspondant,
vu commeH -espace a gauche. La pair€, H) est ditede Hecke si les orbites d&4 dansY sont toutes
finies. Parmi les exemples classiques de paires de Hecke, citons

() (SL(n,Q), SL(n,Z)) et(Spn, Q), Sp(n, Z)) pour toutn > 2, voir par exemple [1];
(i) (Q* xQ,2), voir [3];
(i)) (Z = D;cz Fi. D;>0 Fi), ou lesF; sont des copies d’un groupe fifiet ou le produit semi-direct se
référe a I'action d& par décalages, comme dans [5];
(iv) diverses pairesG, B) ou B est un sous-groupe de Tits d& voir dans [2] les exercices du § 1V.2,
notamment les numéros 22 et 24.
L'objet de cette note est de considérer les familles de graphes finis associés aux paires de Hecke et définies
comme suit. Etant donné une paire de Hecke H) telle que H soit de type fini, engendré par un
sous-ensemble firf = $~1 de cardinak, les composantes connexes du graphe de Schreiéf, ScY)
constituent une familléX;);; de graphes finis connexegéguliers.

Ci-dessous, nous commencgons par examiner sous quelles conﬁmx?l = oo et lim;¢; |X?| =
oo. Nous indiquons ensuite des paires de Hecke dont les graphes associés contiennent, ou constituent, des
familles d’expanseurs. Nous remercions K. Tzanev et J. Wilson pour d’utiles suggestions.

2. Tailledesorbites

Soit (G, H) une paire de Hecke. Notords= H\G/H I'ensemble des doubles classesletl — N la
fonction associant ae I le cardinal de laH -orbite correspondante dai's= G/H. Rappelons que, si
i =HgH, alorsL(i) est I'indice[H:H N gHg™ 1] de H N gHg~! dansH. Nous désignons paf le
coeurﬂgec gHg ! de H dansG. Rappelons que deux sous-groupas Ho de G sontcommensurables
si H1 N H> est d'indice fini a la fois danfl; et dansH,. La condition[H : C] = oo est bien s{ir nécessaire
pour que la fonctior. soit non bornée. (Remarque ;[# : C] = oo, alors[G : H] = 00.)

PROPOSITION 1. — Soit (G, H) une paire de Hecke. On conserve |es notations ci-dessus.
(i) Lafonction L est bornées et seulement si H est commensurable a un sous-groupe distingué de G.
(i) S H estdetypefini etsi [H : C] = oo, alorslafonction L n'est pas bornée.
(i) 1l existe des paires de Hecke (G, H) tellesque [H : C] = ¢ et telles que la fonction L est bornée.

Démonstration. — Le résultat principal de [14] montre gueest bornée si et seulement s'il existe un sous
groupeM deG contenan#! comme sous-groupe d’indice fini et tel gieagit surG/M comme un groupe
fini. Il est facile de voir que ceci est équivalent a I'assertion (i). L'assertion (ii) résulte de ce que le nombre
de sous-groupes d’indieedans un groupé/ de type fini est fini pour tout > 1, de sorte que I'hypothese
[H : C] = oo implique que la fonctiorl n’est pas bornée.
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Pour montrer I'assertion (iii), on peut invoquer I'exemple suivant. Sgitle groupe des permutations a
supports finis d&, soit # un groupe fini non réduit a un élément et Wit S, x Py F; le produit semi-
direct défini par I'action naturelle d&,, sur une somme directe infinie de copiesrleSi H = @j’il F;,
alors la pairgG, H) est de Hecke(” = {1} et a fortiori[H : C] = oo, et[H : H N gHg 1] < | F| pour tout
geG. O

Notre prochain objectif est de dégager des criteres suffisants pour que la fahstarpropre, c'est-a-
dire pour que I'ensemblg € I | L(i) < k} soit fini pour toutk > 0.

Soit (G, H) une paire de Hecke. Il existe upaire de Hecke totalement discontinue (G, H) associée
a (G, H), formée d’'un groupe localement compact totalement discorGirt d’un sous-groupe compact
ouvertH, et un homorphisme : G — G d’image dense tel que~(H) = H ; ainsiy induit une bijection
deG/H surG/H etdeH\G/H surH\G/H. \Voir [14] et [16]; le triplet(G, H, ¢) est unique en un sens
précisé a la Proposition 1.16 de [16].

Pour tout premierp, la paire(SL(n, Q,), SL(n, Z,)) est une paire de Hecke totalement discontinue
associée &L(n, Z[1/p]), SL(n, Z)), ouQ,, est le corps des nombrgsadiques eZ, 'anneau des entiers
p-adiques. Soif\ ; = H’p Q, 'anneau des adeles finis de(le prime de[]" indique unproduit restreint :
une suite(x,), € [[,Q, est dansA¢ si x, € Z, pour presque toup) et soitO =[], Z,. La paire
(SL(n, Ay), SL(n, ©)) est une paire de Hecke totalement discontinue assogigk(a, Q), SL(n, Z)). On
obtient d’autres exemples en remplac@mpar d’autres corps de nombres.

Convenons qu’un groupe localement compéctest de Howe-Moore si, pour toute représentation
unitaire continuer de G qui ne posséde pas de vecteur non nul invariant par un sous-groupe distingué
fermé non compact d€, les coefficients der tendent vers 0 & l'infini. Par exemple, les groupes de Lie
semisimples réels de centre fini sont des groupes de Howe—Moore. Plus généralement, le groupe des points
k-rationnels d’un groupe algébrique semisimple connexe défini sur un corpg lesalin groupe de Howe—
Moore (voir [7], Theorem 5.1). On peut déduire de ceci qué&; est un groupe algébrique simple connexe
défini surQ, alors le groupé&: (A y) des pointsA ¢-rationnels de est un groupe de Howe—Moore.

Un groupe est dirésiduellement linéaire si ses représentations linéaires complexes continues de
dimension finie en séparent les points.

PROPOSITION 2. — Soit (G, H) une paire de Hecke, et soit (G, H) une paire de Hecke totalement
discontinue associée a (G, H) telle que G soit un groupe unimodulaire, résiduellement linéaire, et de
Howe-Moore. On suppose que, pour tout sous-groupe distingué N fermé et non compact de G, I’ indice de
MNyen xHx~1dansH estinfini. Alorslafonction L: H\G/H — N est propre.

Démonstration. — Comme il suffit de montrer I'assertion pour la fonction associée a la pairél ), nous
pouvons supposer g€, H) = (G, H). Suivant une idée de [14], nous remarquons glledoincide avec
un coefficient d’'une représentation unitaire@ePlus précisément, fixons une mesure de Haar a gauche (et
a droite)u surG normalisée par la condition(H) = 1. Soitx la représentation unitaire d@ sur L2(G)
définie par
() f(y) = flxyx™, feL?G), x,yeG.
Si xu € L2(G) désigne la fonction caractéristique He alors

(T xH, xH) = 1(H NxHx™b.
D’autre part,

Lex)=[H:HNxHx Y =1/u(HNxHx™Y),

etdonc ¥L(x) = (mw(x)xH, xg) pour toutx € G.
Ainsi, il suffit de montrer que le coefficient matricigt (-) x 7, x ) dex tend vers 0 al'infini. Supposons,
par I'absurde, que cela n’est pas le cas. Conshest de Howe—Moore, il existe une fonctigne L2(G) de
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norme 1 qui est invariante par conjugaison par tous les éléments d'un sous groupe digtiegué et non
compact de5. Considérons le coefficient matriciel de la représentation réguliére gauth& défini par

p(x)= (A f, f) = [3 fa I FOduy), xeG.

Alors ¢ tend vers 0 a I'infini et est invariant par conjugaison par les élémenf¢.dee sous ensemble

{x € G: ¢(x) > 1/2} est donc un voisinage compact e@ansG, invariant par conjugaison par les élé-
ments deN. CommeG est résiduellement linéaire, une adaptation d’un argument di a lwasawa (voir
[8], Theorem 4) montre qu& posséde un systeme fondamental de tels voisinages lde sous-groupe

H étant ouvert, il contient donc un tel voisinagede e, et U C (), .y xHx~1 par invariance deJ.

Ceci montre queﬂxe/\,xHx‘l est un sous-groupe ouvert d& CommeH est compact, il s’en suit que

[H (N, ey xHx~1] < 00, en contradiction avec la derniére hypothése de I'énonceg.

Les hypothéses de la Proposition 2 sont satisfaites, par exempleest I'ensemble des points-
rationnels d’un groupe algébrique semi-simple connexe défini sur un corps local non archikétien
si H est un sous-groupe compact ouverige

3. Pairesde Hecke et familles de graphes expanseur s

Soit (G, H) une paire de Hecke telle qué est engendré par un ensemblé &léments. Soient =
H\G/H et(X;);c; la famille de graphes finis connexieséguliers correspondant aux données. 84ir')
I'espace de Hilbert des fonctiogsY — C telles queZyGY |E(x)|2 < 00,00Y =G/H. Notons@S(Y) I'or-
thogonal des fonctions localement constantes, c’est-a-dire I'espace des foad:dtbmquezxex? E(x) =

0 pour touti € 1. L'action naturelle deH surY fournit une représentation unitaip&, deH dansﬁ%(Y).

Nous écrivonsr < o pour indiquer la contenance faible d’une représentatiatiun groupe dans une
représentatiom du méme groupe, et nous notong 1a représentation unité d’'un grougé. Pour la
définition de la propriétér), voir le chapitre 4 de [10].

PROPOSITION 3. — Soit (G, H) une paire de Hecke. On conserve |les hypothéses et notations ci-dessus.
(i) inficr(k — pa1(X;)) > 0 et seulementsi 1 A4 p%.
(i) S H est moyennableet si lim;c;| X% = oo, alorsinfic; (k — n1(X;)) = 0.
(i) 9 H alapropriété (r), alorsinf;c;(k — n1(X;)) > 0.

L'assertion (i) est bien connue : voir la Proposition 3.3.1 et la Remarque 3.3.4 dans [10]. La
caractérisation de Kesten des groupes moyennables implique qu’une famille de graphes de Schreier
connexes d’un méme groupe moyennable de type fini n'est jamais une famille de graphes expanseurs
(c’est le Théoréme 3.1 de [12]). L'assertion (iii) confirme une fois de plus que les groupes de Kazhdan
sont essentiellement des groupes « antimoyennables ».

Lorsque la fonctiorl. est propre, c’est un corollaire immédiat de la Proposition 3lgtdi@mille (X;);c;
est unefamille d’ expanseurssi et seulement si 15 4 pg_

Dans la proposition suivante, nous présentons une famille ou le sous-gioniaeni la propriété d'étre
moyennable, ni la propriéié).

PROPOSITION 4. — On considere un nombre premier p, la pairede Hecke (SL(2, Z[1/ p]), SL(2, Z)), et
un systéme fini symétrique de générateursde SL(2, Z). Alorsla famille correspondante (X;);<; de graphes
finis connexesréguliers est une famille d’ expanseurs.

Démonstration. — Bien que le groupe SI2, Z) ne posséde pas la propriét® au sens général, c’est-a-
dire relativement a la famille deus ses sous-groupes d'indices finis, il la posséde relativement a la famille

dessous-groupes de congruence, en vertu d’'un célébre résultat de Selberg. Voir les pages 13 et 14 de [15]
etle Théoréme 4.3.2 de [10].
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Plus précisément, posofs= SL(2, Z) etY = SL(2, Z[1/p])/H, choisissong € Y, posonsH, = {h €
H | hy =y}, et notonsX? = H/H, la H-orbite dey dansY. Il est facile de vérifier qu'il existe un entier
N tel queH, contienne le sous-groupe

H(p")=ker(SL(2,Z) — SL(2,Z/(p" 7))).

Avec les notations de la proposition 1, il en résulte que les composantes de la représwﬁ}aﬂ;mnt
contenues dans la représentation quasi-régulieigé dans@N2l€§(H/H(pN)). Comme cette derniére

représentation ne contient pas faiblement(Selberg), il en résulte quey1£ pg. a

Il est facile de calculer la fonctioh pour la paire de HeckéSL(2, Z[1/ p]), SL(2, Z)). En effet, consi-
dérons, plus généralement, la paiee H) = (SL(2, Q), SL(2, Z)). Par le théoréme des facteurs invariants,
toute classe double daif\G/H posséde un représentant canonique de la forme

_(1/a O
)’a—<o a)

pour un entier positiftz. Un calcul direct montre que le stabilisateur gedansH coincide avec le sous-

groupe de congruence
Fo(az):{<;l §> eH:.y EOmOdaz}

qui est d’indice[H : To(a?)] = aZHma(1+ 1/p) dansH (voir [9], p. 366). En particulier, chaque classe
double dans SE2, Z[1/ p]) est representée pay,; pour un entier positif et I'indice du stabilisateur de,,
dans SI(2, Z) est égal % ~1(p + 1) pouri # 0.

Le résultat de Selberg s’applique a d’autres cas, par exemple celui de la@afe pour laquelleH
est SI(2, Z), etG le produit semi-direct naturel $2, Z) x (Q?/Z?).
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