C.R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 1043-1046

Théorie des nombres/Number Theory

Systemes de numér ation et automates

Ali M essaoudi
Departamento de M atematica, FEI SSUNESP, Av Brasil, 56 Caixa Postal 31, 15385-000, Ilha Solteira, SP, Brazil
Recu le 2 avril 2002 ; accepté le 4 avril 2002

Note présentée par Etienne Ghys.

Résumé Soit B un entier algébrique et hyperbolique de module strictement superleur a 1.
ConsidéronsA un sous ensemble fini d@[A] et Dg = {(a,,b )i>0 € (A x AN |
Z‘»’Ooa,ﬁ—l = Zf’o b; B~'}. Nous donnons une condition nécessaire et suffisante pour
que Dg soit sofique. Comme conséquence, nous obtenons un résultat de Thuston (
Corollaire 1). Nous traiterons aussi le cas ou I'ensemble des chiffresst donné
par l'algorithme glouton et nous étudierons le lien avecpgkshift. Pour citer cet
article: A. Messaoudi, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 1043-1046. O 2002
Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Numeration systems and automata

Abstract Let 8 be an hyperbolic algebraic |nteger of modulus greater than 1Al a finite set
of Q[B] and Dg = {(¢;,b;);>0 € (A x AN | Z —oaiB™! Z —obi B~1}. We give a
necessary and sufficient condition foy to be sofic. As a consequence, we obtain a result
due to ThurstondeeCorollary 1). We also treat the case where the set of duiis given
by the greedy algorithm and study the connection with ghghift. To cite this article:
A. Messaoudi, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 1043-1046. 0 2002 Académie des
sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Soit X un ensembile fini et non vide. SoieXit I'ensemble des mots finis sif, muni de I'opération de
concaténation, ex™ I'ensemble des suites infinies & termes d&ndNous identifions une SUit&,) >0
(resp. une suite finiéc,)r<n<p) avec un mot infinicpey - - - (resp. un mot finky - - - ¢,). Un automatesur
X estla donnée d’'un graphe orienté ngté- (V, X, E, I, T), avec des fleches étiquetées par les éléments
de X ou V est I'ensemble des sommets, appelés éfats,V est I'ensemble des états initiauk,C V est
I'ensemble des états terminaux®BtC V x X x V est 'ensemble des fleches étiquetées. L'automate est
dit fini si V est fini. Les automates considérés dans cette note n’ont pas d’états termina,)Soix ™,
nous dirons que l'automatd reconnait(a,),en S'il existe une suite d'étatég,),cn telle quegp est un
etat initial et pour toutr > 1, (¢u—1,an,¢n) € E. Soit 1< k < p. Une suite(gn—1, an. gn)nzk (resp.
(Gn-1, an, gn)ik<n<p) €St appelée usheminde I'automate (resp. chemin fini) si pour tout> k (resp.
k<n<p)onalgm—1,an,qn) € E. Les étaty;, sont appelétes sommetdu chemin et nous dirons que
la suite d'états(q,),>r—1 (resp.(gn)i—1<n<p) donnela suite (a,), >k (resp.(an)i<n<p)- Nous dirons
aussi queay), >« (resp.(a,)i<n<p) cOmMmenca I'étatgy 1. Si(g,—1, an, gn)k<n<p €St un chemin fini de
l'automate, alors I'étag,, est appel&ommet finatlu chemin.
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Un sous-ensembl& de XN est dit sofiques’il existe un automate fini tel qu& soit exactement
I'ensemble des suites reconnaissables par 'automate.

Soit 8 un entier algébrique hyperbolique de module strictement supérieur a 1 et delde@.éSoient
B =PB1,..., Bn S€S conjugués (racines du polyndme minimaBiide module strictement supérieur a 1, et
Bm+1, - -, Ba S€S conjugués de module strictement inférieur a 1. Consideramssous-ensemble fini de
QIB]. DéfinissonsDg = {(a;, bi)izo € (A x AN | S pa;p~ =32 0bip).

THEOREME 1. — L'ensembleDg est sofique si et seulement si pour taut, b;);>o0 € Dg, on a
(0j(a;i),0;(bi))ix0 € Dg; pour toutl < j < m, olo;: Q[B] — Q[B;] est Iisomorphisme qui fix&
et transformes en ;.

LEMME 1.- L'ensembleDg est sofique si et seulement si 'ensemble

k
v=" U {ﬂ" Y @—b)p k= 0}

(ai,bi)i>0€Dgp i=0

est fini.

Démonstration. -€onstruisons un automatequi reconnaiDg de la maniére suivante. Sait;, b;); >0 €
Dg. Posons pour tout > 0, Ay = i Zfzo(a,» —b;)B~". Nous avons

Ajy1=PAr+ (k41— biy1), Vk=O0. 1)

Soits le plus petit entier tel que; # bs. Alors A; = 0 pour touti € {0, ...,s — 1} et Ay = a; — b;. Si Ay
appartient &, nous joignons 0 &, par une fleche que nous étiquetons @gr b,). En faisantt = s dans
la relation (1), nous obtenons une équation dont I'inconnuéssts, a;+1, bs+1) € V x A x A. CommeA
etV sont finis, cette équation a un nombre fini de solutiongx S, b) est une solution de I'équation, nous
mettons une fleche dé; a x et nous I'étiquetons paw, b). En continuant de la méme fagon, le procédé
s'arréte et nous obtenons un automate fini et déterministe qui rec@nnaes états sont les élémentsitle
et son état initial est 0.

D’autre part, supposons que I'ensemblest infini et queDg est sofique. S§ € V, posonsF, (Dg) =
{(ci)izo € (A x AN (ci)i>0 commence a I'étaj}. Soientg, ¢’ € V. Soit (¢;);>0 € F;(Dg) N Fyr(Dp),
ouc; = (a;, b;) pour touti € N. Soient(A,) et (B,) deux suites d’états qui donnegat);>o ou Ag = g et
Bo=¢q’. Par (1), on obtient

Byi1— Ant1=B"TH(Bo — Ao) (2
pour toutr € N. Comme les suite6A,,) et (B,) sont bornées gB| > 1, on aA; = B;, Vi € N. Donc
Vg, q' €V, q#q" = Fy(Dg)NFy(Dg)=4. 3)

Par conséquent, 'ensemHIE, (Dg) | g € V} est infini.

Par ailleurs, soitL(Dg) I'ensemble des mots € (A x A)* tels qu'ils existentu € (A x A)* et w
un mot infini surA x A satisfaisanuvw € Dg. Etant donné& e L(Dpg), posonsF,(Dg) = {w | Ju €
(A x A)*,uvw € Dg}. Alors, nous prétendons que I'ensemble= { F,,(Dg) | v € L(Dg)} estinfini et nous
en donnons la preuve dans les trois prochains paragraphes.

De la relation (2), nous deduisons qu'il existec N tels que tout mot fini d& (Dg) de longueuez N
est donné par un unique chemin fini de 'automate.

Soit X I'ensemble des mots infinie sur A x A tel gu’il existe un mot finik € (A x A)* de longueur
> N satisfaisankiw € Dg. Soit Q I'ensemble deg < V tels queg soit un sommet d’un chemin infini qui
donne au moins uw € X y. LensembleQ est nécessairement infini clrl’est.

Soientg et ¢’ deux éléments distincts d@, alors il existe deux éléments distinatset v’ de L(Dg)
et de longueu> N tels quev (resp.v’) est donné par une suite d'états dont I'état initial est O et le
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dernier état est (resp.q’) (v # v’ est garanti par le fait que I'automate soit déterministe). Supposons
queF,(Dg) = Fy(Dg). En vertu de la relation (3), il existe un chemin fini de 'automate qui donne le mot
v (resp.v’) et qui finit par I'étatg’ (resp.g). D'ol ¢ = ¢’. Absurde. Par conséquaefitest infini.

Par ailleurs, comm@é®g est sofique, il existe un automate fifiitel que Dg soit exactement I'ensemble
des suites reconnaissables parSoit v € L(Dg). Considéerons tous les chemins finis Begui donnent
v. Soit T, 'ensemble des sommets finaux de ces chemins. OQPg) est 'ensemble des mots infinis
dansB commencgant a partir d’'un élément dg. Par conséquent deux matset v’ tels queT, = Ty
satisfontF, (Dg) = F,y(Dg). Comme il n y a gu’un nombre fini de sommets d&hd'ensembleC est fini.
Absurde. O

Démonstration du Théorénie—CommeA est un sous-ensemble fini @4]. Il existec € Z* tel que
pour touta € A, ca est entier algebrique d@. De plus,(a;, b;)i>0 appartient aDg si et seulement si
Y ocaiB =Y 2 gch; 1. On peut donc supposer que les élémentd dent des entiers algébriques.

L'implication directe est facile en utilisant le Lemme 1.

Soient(a;, b;)i>0 € Dg etk € N. Un conjugué ded; = Bk Zf;o(ai —bj)p " estdela forme&Ay); =
(B Si_o(oj(ai) — o (bi))oj (B) .

Siloj(B)| <1, alors

|(Apj| <21/ (1=]0;(B)]).

ou ! = maxlo;j(z)| | z € A}. D’autre part, si|o;(B)| > 1 alors on a(Ax); = Z;;O]?_,’_l(o‘j(b[) —

0j(ai)oj (B, car(oj(a;), o (bi))i>o0 appartient g, .
Donc

(40| <2/(lojB)] = 1).

Par conséquent il existe une constamfe- 0 tel que pour touf = 1,...,d et pour tout entier naturel
k, on a|(Ay);| < M. Comme pour touk € N le nombreA, est un entier algébrique s@, 'ensemble
{Ax | k € N} est fini. Et le Lemme 1 implique le résultat

CoROLLAIRE 1 ([6]). —Si g est un nombre de Pisot, alof3g est sofique.

Chaque élément d& est un sommet d’'un chemin dé. De plus pour touy, ¢’ € V, si F,(Dg) =
Fy(Dg) alorsg = ¢’ (voir la preuve du Lemme 1). Par un résultat d’Eilenbergir([3], p. 49), nous
déduisons qued est minimal (au sens ou il a le plus petit nombre d'états parmi tous les automates
déterministes qui reconnaisseng).

Par ailleurs, soit< une relation d’ordre Sud et <ex I'ordre lexicographique induit pax sur AN,
Soit &g = {>-CpaiB~ | a; € A, Vi > 0} et x € E. Nous appelong-représentatiorde x, une suite
(ai)i>o € AN telle quex = > % a; p~7.

Nous appelong-développememtex la plus grandeg-représentation de pour I'ordre lexicographique.
Soit Sg I'ensemble des éléments;);>o de AN tels que pouk € N le motag---a; est le début d’un
B-développement.

Un lien entreDg et Sg est donné par la proposition suivareif [4,5]).

PROPOSITION 1. — Si Dg est sofique alorsg I'est aussi.

Si y € R, notons par[y] et {y} respectivement la partie entiére et la partie fractionnaireyde
Supposons qug est un nombre réel strictement supérieur a Uet {0,..., 8 — 1} si 8 est un entier,
ou A=1{0,...,[B]} sinon. MunissonsA de I'ordre naturel et construisons dgsdéveloppements de
la fagon suivante (algorithme glouton). Saite [0, 1]. Posonsx1 = [Bx] et r1 = {Bx}. Itérons pour
i >2,x; =[Bri—1] andr; = {Br;—1}. Nous obtenons = zgg x;B7¢. Les chiffresx; appartiennent
a A. LensembleSg associé aux-développements obtenus par I'algorithme glouton est appeslift.
Considérons la transformatidiy définie parTg(x) = fx (mod 1) pour toutx € [0, 1]. Soit le mot infini
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d(1,B)=tito---, Ol = [ﬁTé“l(l)] pour toutk > 1. Nous avons & S #87%. Il est connu que le
B-shift Sg est sofique si et seulement&il, 8) est ultimement périodique¢ir [1] et [2]).

PROPOSITION 2. — Soit 8 un nombre réel strictement supérieulaSoitA = {0,...,8 — 1} si 8 est
un entier, oud = {0, ..., [8]} sinon. Alors 'ensembl®g est sofique si et seulement sideshift Sg I'est
aussi.

Démonstration. En vertu de la Proposition 1, il suffit de montrer I'implication réciproque. Soit
(ai, b)i>0 € Dg tel queag < bo. Il est facile de montrer quég = ap + 1, b; = 0 pour touti > 1 et

aiaz---=d(1, B). Commed (1, B) est ultimement périodique, il existe un entietel que
k ) 400 a
U {IBkZ(al_bl),B_l|k>o}:{izﬁ7’;_l|l:1,,m}
(aj,bi)eDg i=0 n=i

Donc, en vertu du Lemme 1 nous obtenons le résultat.
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