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Résumé Soit β un entier algébrique et hyperbolique de module strictement supérieur à 1.
ConsidéronsA un sous ensemble fini deQ[β] et Dβ = {(ai , bi)i�0 ∈ (A × A)N |∑∞

i=0aiβ
−i = ∑∞

i=0 biβ
−i }. Nous donnons une condition nécessaire et suffisante pour

queDβ soit sofique. Comme conséquence, nous obtenons un résultat de Thurston (voir
Corollaire 1). Nous traiterons aussi le cas où l’ensemble des chiffresA est donné
par l’algorithme glouton et nous étudierons le lien avec leβ-shift. Pour citer cet
article : A. Messaoudi, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002) 1043–1046.  2002
Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Numeration systems and automata

Abstract Let β be an hyperbolic algebraic integer of modulus greater than 1. LetA be a finite set
of Q[β] andDβ = {(ai, bi )i�0 ∈ (A × A)N | ∑∞

i=0 aiβ
−i = ∑∞

i=0 biβ
−i}. We give a

necessary and sufficient condition forDβ to be sofic. As a consequence, we obtain a result
due to Thurston (seeCorollary 1). We also treat the case where the set of digitsA is given
by the greedy algorithm and study the connection with theβ-shift. To cite this article:
A. Messaoudi, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002) 1043–1046.  2002 Académie des
sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

SoitX un ensemble fini et non vide. SoientX∗ l’ensemble des mots finis surX, muni de l’opération de
concaténation, etXN l’ensemble des suites infinies à termes dansX. Nous identifions une suite(cn)n�0
(resp. une suite finie(cn)k�n�p) avec un mot infinic0c1 · · · (resp. un mot finick · · ·cp). Un automatesur
X est la donnée d’un graphe orienté notéA = (V ,X,E, I, T ), avec des flèches étiquetées par les éléments
deX oùV est l’ensemble des sommets, appelés états,I ⊂ V est l’ensemble des états initiaux,T ⊂ V est
l’ensemble des états terminaux etE ⊂ V × X × V est l’ensemble des flèches étiquetées. L’automate est
dit fini si V est fini. Les automates considérés dans cette note n’ont pas d’états terminaux. Soit(an) ∈ XN,
nous dirons que l’automateA reconnaît(an)n∈N s’il existe une suite d’états(qn)n∈N telle queq0 est un
état initial et pour toutn � 1, (qn−1, an, qn) ∈ E. Soit 1� k � p. Une suite(qn−1, an, qn)n�k (resp.
(qn−1, an, qn)k�n�p) est appelée uncheminde l’automate (resp. chemin fini) si pour toutn � k (resp.
k � n � p) on a(qn−1, an, qn) ∈ E. Les étatsqn sont appelésles sommetsdu chemin et nous dirons que
la suite d’états(qn)n�k−1 (resp.(qn)k−1�n�p) donnela suite(an)n�k (resp.(an)k�n�p). Nous dirons
aussi que(an)n�k (resp.(an)k�n�p) commenceà l’étatqk−1. Si (qn−1, an, qn)k�n�p est un chemin fini de
l’automate, alors l’étatqp est appelésommet finaldu chemin.
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Un sous-ensembleY de XN est dit sofiques’il existe un automate fini tel queY soit exactement
l’ensemble des suites reconnaissables par l’automate.

Soit β un entier algébrique hyperbolique de module strictement supérieur à 1 et de degréd � 2. Soient
β = β1, . . . , βm ses conjugués (racines du polynôme minimal deβ) de module strictement supérieur à 1, et
βm+1, . . . , βd ses conjugués de module strictement inférieur à 1. ConsidéronsA un sous-ensemble fini de
Q[β]. DéfinissonsDβ = {(ai, bi)i�0 ∈ (A×A)N | ∑∞

i=0 aiβ
−i = ∑∞

i=0 biβ
−i}.

THÉORÈME 1. – L’ensembleDβ est sofique si et seulement si pour tout(ai, bi)i�0 ∈ Dβ , on a
(σj (ai), σj (bi))i�0 ∈ Dβj pour tout 1 � j � m, où σj : Q[β] �→ Q[βj ] est l’isomorphisme qui fixeQ
et transformeβ enβj .

LEMME 1. – L’ensembleDβ est sofique si et seulement si l’ensemble

V =
⋃

(ai ,bi)i�0∈Dβ

{
βk

k∑
i=0

(ai − bi)β
−i | k � 0

}

est fini.

Démonstration. –Construisons un automateA qui reconnaîtDβ de la manière suivante. Soit(ai, bi)i�0 ∈
Dβ . Posons pour toutk � 0, Ak = βk

∑k
i=0(ai − bi)β

−i . Nous avons

Ak+1 = βAk + (ak+1 − bk+1), ∀k � 0. (1)

Soit s le plus petit entier tel queas �= bs. Alors Ai = 0 pour touti ∈ {0, . . . , s − 1} etAs = as − bs. Si As

appartient àV , nous joignons 0 àAs par une flèche que nous étiquetons par(as, bs). En faisantk = s dans
la relation (1), nous obtenons une équation dont l’inconnue est(As+1, as+1, bs+1) ∈ V ×A×A. CommeA
etV sont finis, cette équation a un nombre fini de solutions. Si(x, a, b) est une solution de l’équation, nous
mettons une flèche deAs à x et nous l’étiquetons par(a, b). En continuant de la même façon, le procédé
s’arrête et nous obtenons un automate fini et déterministe qui reconnaîtDβ . Ses états sont les éléments deV

et son état initial est 0.
D’autre part, supposons que l’ensembleV est infini et queDβ est sofique. Siq ∈ V, posonsFq(Dβ) =

{(ci)i�0 ∈ (A × A)N | (ci)i�0 commence à l’étatq}. Soientq, q ′ ∈ V . Soit (ci)i�0 ∈ Fq(Dβ) ∩ Fq ′(Dβ),

où ci = (ai, bi) pour touti ∈ N. Soient(An) et (Bn) deux suites d’états qui donnent(ci)i�0 oùA0 = q et
B0 = q ′. Par (1), on obtient

Bn+1 −An+1 = βn+1(B0 −A0) (2)

pour toutn ∈ N. Comme les suites(An) et (Bn) sont bornées et|β|> 1, on aAi = Bi, ∀i ∈ N. Donc

∀q, q ′ ∈ V, q �= q ′ �⇒ Fq(Dβ)∩ Fq ′(Dβ) = ∅. (3)

Par conséquent, l’ensemble{Fq(Dβ) | q ∈ V } est infini.
Par ailleurs, soitL(Dβ) l’ensemble des motsv ∈ (A × A)∗ tels qu’ils existentu ∈ (A × A)∗ et w

un mot infini surA × A satisfaisantuvw ∈ Dβ . Étant donnév ∈ L(Dβ), posonsFv(Dβ) = {w | ∃u ∈
(A×A)∗, uvw ∈Dβ }. Alors, nous prétendons que l’ensembleC = {Fv(Dβ) | v ∈L(Dβ)} est infini et nous
en donnons la preuve dans les trois prochains paragraphes.

De la relation (2), nous déduisons qu’il existeN ∈ N tels que tout mot fini deL(Dβ) de longueur� N

est donné par un unique chemin fini de l’automate.
SoitXN l’ensemble des mots infinisw surA×A tel qu’il existe un mot finiu ∈ (A ×A)∗ de longueur

� N satisfaisantuw ∈ Dβ. SoitQ l’ensemble desq ∈ V tels queq soit un sommet d’un chemin infini qui
donne au moins unw ∈XN . L’ensembleQ est nécessairement infini carV l’est.

Soientq et q ′ deux éléments distincts deQ, alors il existe deux éléments distinctsv et v′ deL(Dβ)

et de longueur� N tels quev (resp.v′) est donné par une suite d’états dont l’état initial est 0 et le
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dernier état estq (resp.q ′) (v �= v′ est garanti par le fait que l’automate soit déterministe). Supposons
queFv(Dβ) = Fv′(Dβ). En vertu de la relation (3), il existe un chemin fini de l’automate qui donne le mot
v (resp.v′) et qui finit par l’étatq ′ (resp.q). D’où q = q ′. Absurde. Par conséquentC est infini.

Par ailleurs, commeDβ est sofique, il existe un automate finiB tel queDβ soit exactement l’ensemble
des suites reconnaissables parB. Soit v ∈ L(Dβ). Considérons tous les chemins finis deB qui donnent
v. Soit Tv l’ensemble des sommets finaux de ces chemins. DoncFv(Dβ) est l’ensemble des mots infinis
dansB commençant à partir d’un élément deTv . Par conséquent deux motsv et v′ tels queTv = Tv′
satisfontFv(Dβ) = Fv′(Dβ). Comme il n y a qu’un nombre fini de sommets dansB, l’ensembleC est fini.
Absurde. ✷

Démonstration du Théorème1. – CommeA est un sous-ensemble fini deQ[β]. Il existec ∈ Z∗ tel que
pour touta ∈ A, ca est entier algébrique deQ. De plus,(ai, bi)i�0 appartient àDβ si et seulement si∑∞

i=0 caiβ
−i = ∑∞

i=0 cbiβ
−i . On peut donc supposer que les éléments deA sont des entiers algébriques.

L’implication directe est facile en utilisant le Lemme 1.
Soient(ai, bi)i�0 ∈ Dβ et k ∈ N. Un conjugué deAk = βk

∑k
i=0(ai − bi)β

−i est de la forme(Ak)j =
σj (β)

k
∑k

i=0(σj (ai) − σj (bi))σj (β)
−i .

Si |σj (β)|< 1, alors ∣∣(Ak)j
∣∣ � 2l/

(
1− ∣∣σj (β)∣∣),

où l = max{|σj (z)| | z ∈ A}. D’autre part, si |σj (β)| > 1 alors on a(Ak)j = ∑+∞
i=k+1(σj (bi) −

σj (ai))σj (β)
k−i , car(σj (ai), σj (bi))i�0 appartient àDβj .

Donc ∣∣(Ak)j
∣∣ � 2l/

(∣∣σj (β)∣∣ − 1
)
.

Par conséquent il existe une constanteM > 0 tel que pour toutj = 1, . . . , d et pour tout entier naturel
k, on a |(Ak)j | � M. Comme pour toutk ∈ N le nombreAk est un entier algébrique surQ, l’ensemble
{Ak | k ∈ N} est fini. Et le Lemme 1 implique le résultat.✷

COROLLAIRE 1 ([6]). – Siβ est un nombre de Pisot, alorsDβ est sofique.

Chaque élément deV est un sommet d’un chemin deA. De plus pour toutq, q ′ ∈ V , si Fq(Dβ) =
Fq ′(Dβ) alors q = q ′ (voir la preuve du Lemme 1). Par un résultat d’Eilenberg (voir [3], p. 49), nous
déduisons queA est minimal (au sens où il a le plus petit nombre d’états parmi tous les automates
déterministes qui reconnaissentDβ ).

Par ailleurs, soit≺ une relation d’ordre surA et ≺lex l’ordre lexicographique induit par≺ sur AN.

Soit Eβ = {∑∞
i=0 aiβ

−i | ai ∈ A, ∀i � 0} et x ∈ Eβ. Nous appelonsβ-représentationde x, une suite
(ai)i�0 ∈ AN telle quex = ∑+∞

i=0 aiβ
−i .

Nous appelonsβ-développementdex la plus grandeβ-représentation dex pour l’ordre lexicographique.
Soit Sβ l’ensemble des éléments(ai)i�0 de AN tels que pourk ∈ N le mot a0 · · ·ak est le début d’un
β-développement.

Un lien entreDβ etSβ est donné par la proposition suivante (voir [4,5]).

PROPOSITION 1. – SiDβ est sofique alorsSβ l’est aussi.

Si y ∈ R, notons par[y] et {y} respectivement la partie entière et la partie fractionnaire dey.
Supposons queβ est un nombre réel strictement supérieur à 1 etA = {0, . . . , β − 1} si β est un entier,
ou A = {0, . . . , [β]} sinon. MunissonsA de l’ordre naturel et construisons desβ-développements de
la façon suivante (algorithme glouton). Soitx ∈ [0,1]. Posonsx1 = [βx] et r1 = {βx}. Itérons pour
i � 2, xi = [βri−1] and ri = {βri−1}. Nous obtenonsx = ∑+∞

i=0 xiβ
−i . Les chiffresxi appartiennent

à A. L’ensembleSβ associé auxβ-développements obtenus par l’algorithme glouton est appeléβ-shift.
Considérons la transformationTβ définie parTβ(x) = βx (mod 1) pour toutx ∈ [0,1]. Soit le mot infini
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d(1, β) = t1t2 · · · , où tk = [βT k−1
β (1)] pour toutk � 1. Nous avons 1= ∑+∞

k=1 tkβ
−k. Il est connu que le

β-shift Sβ est sofique si et seulement sid(1, β) est ultimement périodique (voir [1] et [2]).

PROPOSITION 2. – Soitβ un nombre réel strictement supérieur à1. SoitA = {0, . . . , β − 1} si β est
un entier, ouA = {0, . . . , [β]} sinon. Alors l’ensembleDβ est sofique si et seulement si leβ-shift Sβ l’est
aussi.

Démonstration. –En vertu de la Proposition 1, il suffit de montrer l’implication réciproque. Soit
(ai, bi)i�0 ∈ Dβ tel quea0 < b0. Il est facile de montrer queb0 = a0 + 1, bi = 0 pour touti � 1 et
a1a2 · · · = d(1, β). Commed(1, β) est ultimement périodique, il existe un entierm tel que

⋃
(ai,bi)∈Dβ

{
βk

k∑
i=0

(ai − bi)β
−i | k � 0

}
=

{
±

+∞∑
n=i

an

βn+1−i
| i = 1, . . . ,m

}
.

Donc, en vertu du Lemme 1 nous obtenons le résultat.✷
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