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Résumé On étudie l’équation de Schrödinger iy′ + �y + qy = 0 sur� × (0, T ) avec donnée de
Dirichlet y|∂�×(0,T ) et condition initialey|�×{0} et on s’interesse au problème inverse

qui consiste à déterminerq(x), x ∈ � à partir de la donnée∂y
∂ν

|�0×(0,T ), où�0 est une
partie ouverte de∂� qui vérifie une condition géométrique appropriée. Les détails des
démonstrations seront donnés dans [1].Pour citer cet article : L. Baudouin, J.-P. Puel,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002) 967–972.  2002 Académie des sciences/Éditions
scientifiques et médicales Elsevier SAS

Determination of potential in Schrödinger equation from
measurements on a part of the boundary

Abstract We study the Schrödinger equation iy′ + �y + qy = 0 on � × (0, T ) with Dirichlet
boundary datay|∂�×(0,T ) and initial conditiony|�×{0} and we consider the inverse

problem of determining the potentialq(x), x ∈ � when ∂y
∂ν

|�0×(0,T ) is given, where�0
is an open subset of∂� satisfying an appropriate geometrical condition. The detailed
proof will be given in [1].To cite this article: L. Baudouin, J.-P. Puel, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. I 334 (2002) 967–972.  2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et
médicales Elsevier SAS

Abridged English version

LetN ∈ N, T > 0 and let�⊂ R
N be a bounded domain with C2-boundary∂�. Let�0 be an open subset

of ∂� such that there existx0 ∈ R
N \�/�0 ⊃ {x ∈ ∂�; (x − x0) · ν(x) � 0}. We consider the following

Schrödinger equation


iy ′(x, t)+�y(x, t)+ q(x)y(x, t)= 0, x ∈�, t ∈ (0, T ),
y(x, t)= h(x, t), x ∈ ∂�, t ∈ (0, T ),
y(x,0)= y0(x), x ∈�.

(1)
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It is well known that ify0 ∈ L2(�), h ∈ L2(∂� × (0, T )) andq ∈ L∞(�), there exists a unique solution
y = y(q) ∈ C([0, T ],H−1(�))∩ H−1(0, T ;L2(�)) of (1), defined by transposition. We give a local answer
to our inverse problem with the following:

THEOREM 1. –LetU be a bounded subset ofL∞(�) andq ∈ L∞(�).
We assume that|y0(x)| � r0 > 0 andy(q) ∈ W1,2(0, T ,W1,∞(�)) almost everywhere in�. Then there

exists a constantC = C(�,T ,�0, q, y0, h,U) > 0 such that for allp ∈ U verifyingq − p ∈ H1
0(�),

C−1‖q − p‖L2(�) �
∥∥∥∥∂y(q)∂ν

− ∂y(p)

∂ν

∥∥∥∥
H1(0,T ;L2(�0))

� C‖q − p‖H1
0(�)

.

The right-hand side of this inequality gives the continuous dependance of the normal derivative of the
solution with respect to the potential and comes from classical regularity properties concerning Schrödinger
equations (Lemma 1). The left-hand side, which shows the stability of the non linear inverse problem and
of course also gives its uniqueness, derives from a global Carleman estimate (Proposition 1) and an idea
inspired by Imanuvilov and Yamamoto’s work in [6]. The geometrical condition on the set�0 is very usual
and has been used for example in references [7] and [9] to obtain observability inequalities.

We first work on a linearized version of the problem and consider this new Schrödinger equation:


iu′(x, t)+�u(x, t)+ q(x)u(x, t)= f (x)R(x, t), x ∈�, t ∈ (0, T ),
u(x, t)= 0, x ∈ ∂�, t ∈ (0, T ),
u(x,0)= 0, x ∈�.

(2)

Eq. (2) corresponds to a linearization around a non stationnary solution of Eq. (1). For this linear case, we
prove a similar two-sided inequality and for its proof, we use regularity properties and a Carleman estimate.
Then, the proof of Theorem 1 is a straightforward application. Indeed, the key point is that in the linear case,
all the constants depend on the L∞ norm of the potential. Then, sincep ∈ U , whereU is bounded in L∞(�),
we are in fact in a similar situation if we consider the equation solved byz = y(p)− y(q) which is of the
same type as (2).

SoientN ∈ N,�⊂ R
N un ouvert borné de frontière∂� de classe C2 etT > 0. Soit�0 un ouvert non vide

de∂� tel qu’il existex0 ∈ R
N \� vérifiant{x ∈ ∂�; (x − x0) · ν(x)� 0} ⊂ �0. On considère l’équation

de Schrödinger avec potentiel (1) :


iy ′(x, t)+�y(x, t)+ q(x)y(x, t)= 0, x ∈�, t ∈ (0, T ),
y(x, t)= h(x, t), x ∈ ∂�, t ∈ (0, T ),
y(x,0)= y0(x), x ∈�.

Il est connu que siy0 ∈ L2(�), h ∈ L2(∂�× (0, T )) etq ∈ L∞(�), ilexiste une unique solution, définie par
transpositiony = y(q) ∈ C([0, T ],H−1(�))∩ H−1(0, T ;L2(�)).

THÉORÈME 1. –Soit U un sous ensemble borné deL∞(�) et soit q ∈ L∞(�). On suppose que
|y0(x)| � r0 > 0, presque partout dans� et quey(q) ∈ W1,2(0, T ,W1,∞(�)).

Alors il existe une constanteC = C(�,T ,�0, q, y0, h,U) > 0 telle que pour toutp ∈ U vérifiant
q − p ∈ H1

0(�),

C−1 ‖q − p‖L2(�) �
∥∥∥∥∂y(q)∂ν

− ∂y(p)

∂ν

∥∥∥∥
H1(0,T ;L2(�0))

�C‖q −p‖H1
0(�)

.

L’inégalité de droite traduit la dépendance continue de la dérivée normale par rapport au potentiel et
se démontre a l’aide d’un résultat de régularité classique (Lemme 1). L’inégalité de gauche traduit la
stabilité et bien sûr l’unicité du problème inverse non linéaire que nous étudions. Ce dernier résultat découle
d’une inégalité de Carleman globale pour l’équation de Schrödinger avec potentiel (Proposition 1). Dans un
premier temps, on démontre en fait de cette manière un théorème décrivant la situation dans le cadre d’un
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problème linéaire. L’idée principale est inspirée des travaux de Imanuvilov et Yamamoto [6]. Les outils
utilisés sont les suivants :

1. Propriété de régularité

LEMME 1. –On considère


iy ′(x, t)+�y(x, t)+ q(x)y(x, t)= g(x, t), x ∈�, t ∈ (0, T ),
y(x, t)= 0, x ∈ ∂�, t ∈ (0, T ),
y(x,0)= y0, x ∈�

(3)

et on suppose queq ∈ L∞(�), y0 ∈ H1
0(�) etg ∈ L1(0, T ,H1

0(�)).
Cette équation admet une unique solutiony ∈ C([0, T ],H1

0(�)) vérifiant∂y/∂ν ∈ L2(� × (0, T )) et il
existe une constanteC = C(�,T ,‖q‖L∞(�)) > 0 telle que:

∀t ∈ (0, T ),∥∥y(t)∥∥H1
0(�)

� C
(‖y0‖H1

0(�)
+ ‖g‖L1(0,T ,H1

0(�))

)
, (4)∥∥∥∥∂y∂ν

∥∥∥∥
L2(�×(0,T ))

� C
(‖y0‖H1

0(�)
+ ‖g‖L1(0,T ,H1

0(�))

)
. (5)

La démonstration de (4), qu’on peut trouver dans [4], se fait formellement grâce à une classique
utilisation du lemme de Gronwall alors que celle de (5) provient d’une identité des multiplicateurs.

2. Inégalité de Carleman globale

On poseLv = iv′ + �v + qv et ψ = ψ(x) = |x − x0|2, ∀x ∈ R
n. Pours > 0 et λ > 0 on définit sur

�× (−T ,T ) les fonctionsθ = θ(x, t) etϕ = ϕ(x, t) par

θ = eλψ

(T − t)(T + t)
et ϕ = α − eλψ

(T − t)(T + t)
,

oùα est une constante strictement positive telle queϕ > 0 sur�× (−T ,T ).

PROPOSITION 1. –Soitq ∈ L∞(�), ‖q‖L∞ �m et soientψ , θ etϕ définis comme ci-dessus.
Il existe%0 > 0 tel que pour toutλ >%0, il existes0 > 0 et une constanteM =M(�,T ,�0,m,%0, s0) >

0 tels que:

s

∫ T

−T

∫
�

|∇v|2 e−2sϕ dx dt + s3
∫ T

−T

∫
�

|v|2 e−2sϕ dx dt +
∫ T

−T

∫
�

(∣∣P̃1v
∣∣2 + ∣∣P̃2v

∣∣2)e−2sϕ dx dt

�M

∫ T

−T

∫
�

|Lv|2 e−2sϕ dx dt +Ms

∫ T

−T

∫
�0

∣∣∣∣∂v∂ν
∣∣∣∣2 dσ dt

pour touts > s0 et v vérifiant

v ∈ L2(−T ,T ;H1
0(�)

)
, Lv ∈ L2(�× (−T ,T )

)
et

∂v

∂ν
∈ L2(−T ,T ;L2(�0)

)
et où {

P̃1v = esϕ
(
i∂t +�+ s2|∇ϕ|2)(e−sϕv),

P̃2v = esϕ(isϕ′ + 2s∇ϕ · ∇ + s�ϕ)(e−sϕv).

Idée de la démonstration. –On peut se référer à [2] en ce qui concerne la méthode générale. Elle consiste
à utiliser une technique de conjuguaison en posantv = esϕw et en calculant

Pw = e−sϕ L
(
esϕw

) = iw′ + isϕ′w +�w + 2s∇ϕ · ∇w+ sw�ϕ + s2|∇ϕ|2w+ qw.
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Remarquons que siv est régulier ent , alorsw(−T ) = w(T ) = 0. On sépare les parties symétriques et
antisymétriques de l’opérateurP enP1w = iw′ +�w + s2|∇ϕ|2w = e−sϕP̃1v etP2w = isϕ′w + 2s∇ϕ ·
∇w+ s�ϕw = e−sϕP̃2v. Par suite∫ T

−T

∫
�

|Pw − qw|2 dx dt =
∫ T

−T

∫
�

(|P1w|2 + |P2w|2)dx dt + 2 Re
∫ T

−T

∫
�

P1wP2w dx dt .

On travaille essentiellement sur le terme Re
∫ T

−T

∫
�P1wP2w dx dt et on démontre, à l’aide des propriétés

dew et d’intégrations par parties, que :

s

∫ T

−T

∫
�

|∇w|2 dx dt + s3
∫ T

−T

∫
�

|w|2 dx dt +
∫ T

−T

∫
�

|P1w|2 dx dt +
∫ T

−T

∫
�

|P2w|2 dx dt

�M

∫ T

−T

∫
�

|Pw|2 dx dt +Ms

∫ T

−T

∫
�0

θ

∣∣∣∣∂w∂ν
∣∣∣∣2∇ψ · ν dσ dt .

Il faut préciser que les propriétés deψ , qui sont liées à la géométrie de�0 sont primordiales. Il suffit alors
de traduire cette inégalité en fonction dev et la Proposition 1 est démontrée.

Remarque. – La plupart des résultats auxquels on peut faire référence pour le même type de problèmes
inverses concernent l’équation des ondes. Certaines, [8] et [10] par exemple, étudient la détermination du
potentiel à partir d’une donnée de Dirichlet et une mesure de Neumann, comme dans notre cas. D’autres,
comme [5] et [6], s’intéressent à la situation où l’on a une donnée de Neumann et une mesure de Dirichlet.
Tous ces articles sont basés sur des inégalités de Carleman, globales ou locales. Cependant, dans notre
approche du problème, nous n’utilisons pas de raisonnement par unicité compacité comme c’est le cas dans
[10]. En effet, dès lors que nous travaillons à partir d’une inégalité de Carleman globale, nous avons les
moyens d’aboutir à un résultat de manière beaucoup plus directe (comme dans [6]). Une autre approche du
problème de la détermination de potentiel, pour un problème stationnaire, est considérée dans [3] où l’on
suppose connue l’application qui, à une donnée de Dirichlet, associe la valeur de la dérivée normale de la
solution sur�0. Les résultats ainsi obtenus présentent de grandes analogies avec les notres.

3. Cas linéaire

On va dans un premier temps travailler sur une version linéarisée du problème. On considère l’équation
de Schrödinger suivante :


iu′(x, t)+�u(x, t)+ q(x)u(x, t)= f (x)R(x, t), x ∈�, t ∈ (0, T ),
u(x, t)= 0, x ∈ ∂�, t ∈ (0, T ),
u(x,0)= 0, x ∈�.

Cette équation correspond à une linéarisation autour d’une solution non stationnaire de l’équation de
Schrödinger initiale.

THÉORÈME 2. –On suppose queq ∈ L∞(�), R ∈ W1,2(0, T ,W1,∞(�)) et que pour presque toutx
dans�, |R(x,0)| � r0 > 0.

Alors il existe une constanteC(�,T ,‖q‖L∞(�),‖R‖W1,2(0,T ,W1,∞(�))) > 0 telle que pour toutf ∈
H1

0(�), si u est la solution de l’équation(2),

C−1‖f ‖L2(�) �
∥∥∥∥∂u∂ν

∥∥∥∥
H1(0,T ;L2(�0))

� C‖f ‖H1
0(�)

. (6)
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Démonstration. –Pour obtenir∂u/∂ν en norme dans H1(0, T ;L2(�0)) on travaille sur l’équation vérifiée
parv = u′ :




iv′ +�v + qv = fR′, (x, t) ∈�× (0, T ),
v = 0, (x, t) ∈ ∂�× (0, T ),
v(0)= −ifR(0), x ∈�.

D’après les hypothèses faites dans le Théorème 2, on sait que cette équation admet une solutionv ∈
C([0, T ];H1

0(�)). En effet, fR′ ∈ L1(0, T ,H1
0(�)) et fR(0) ∈ H1

0(�). Cela implique aussi∂v/∂ν ∈
L2((0, T )×�) et d’après le Lemme 1, on peut écrire :∥∥∥∥∂v∂ν

∥∥∥∥
L2((0,T )×�0)

�
∥∥∥∥∂v∂ν

∥∥∥∥
L2((0,T )×∂�)

�C
(∥∥fR(0)∥∥H1

0(�)
+ ∥∥fR′∥∥

L1(0,T ,H1
0(�))

)
� C‖f ‖H1

0(�)
.

Ce qui donne l’inégalité de droite dans (6) :‖∂u/∂ν‖H1(0,T ;L2(�0))
� C‖f ‖H1

0(�)
.

C’est maintenant la Proposition 1 qui va nous permettre d’obtenir l’inégalité de gauche. On étend
la fonction v de � × (0, T ) par la formulev(x, t) = v(x,−t) pour tout (x, t) ∈ � × (−T ,0). Ainsi,
v ∈ C([−T ,T ];H1

0(�)) et ∂v/∂ν ∈ L2((−T ,T ) × �). On prolonge aussiR′ comme une fonction paire
en temps, on la note toujoursR′ et elle appartient à L2(−T ,T ,W1,∞(�)). On posew = e−sϕv, P1w =
iw′ +�w + s2|∇ϕ|2w et e−sϕP̃1v = P1w comme dans la démonstration de l’inégalité de Carleman.

Soit I = Im
∫ 0
−T

∫
�
P̃1v e−2sϕv dx dt .

D’une part,

I = Im
∫ 0

−T

∫
�

P1ww dx dt = 1

2

∫
�

∣∣f (x)∣∣2∣∣R(x,0)∣∣2 e−2sϕ(x,0)dx.

D’autre part, l’inégalité de Cauchy–Schwarz puis celle de Carleman donnent :

I �
(∫ T

−T

∫
�

∣∣P̃1v
∣∣2 e−2sϕ dx dt

)1/2(∫ T

−T

∫
�

|v|2 e−2sϕ dx dt

)1/2

� s−3/2
(
M

∫ T

0

∫
�

∣∣fR′∣∣2 e−2sϕ dx dt +Ms

∫ T

0

∫
�0

∣∣∣∣∂v∂ν
∣∣∣∣2 dσ dt

)
.

Par ailleurs,ϕ(x, t) = (α − eλψ)/((T − t)(T + t)) est telle que e−2sϕ(x,t) � e−2sϕ(x,0), pour tout(x, t) ∈
� × (−T ,T ). De plus, les hypothèsesR ∈ W1,2(0, T ,W1,∞(�)) et |R(x,0)| � r0 > 0 p.p. dans�
impliquent qu’il existeg0 ∈ L2(0, T ) tel que :∣∣R′(x, t)

∣∣ � g0(t)
∣∣R(x,0)∣∣, ∀x ∈�, t ∈ (0, T ) et

∫ T

0

∣∣g0(t)
∣∣2 dt �K <+∞.

On a ainsi :[∫
�

∣∣f (x)∣∣2∣∣R(x,0)∣∣2 e−2sϕ(x,0)dx

](
1−MKs−3/2) �Ms−1/2

∫ T

0

∫
�0

∣∣∣∣∂v∂ν
∣∣∣∣2 dσ dt .

Par suite, sis est assez grand (s > (MK)2/3), après prolongement deR′ par parité sur(−T ,0) puis en
appliquant la Proposition 1, on à montré qu’il existe une constanteC = C(M, s) > 0 telle que :∫

�

∣∣f (x)∣∣2∣∣R(x,0)∣∣2 e−2sϕ(x,0) dx � C

∫ T

0

∫
�0

∣∣∣∣∂v∂ν
∣∣∣∣2 dσ dt .

Enfin, comme|R(x,0)| � r0 > 0, p.p. dans� et comme e−2sϕ(x,0) � e−2s(α−1)/T 2
> 0, ∀x ∈�, on trouve∫

�

∣∣f (x)∣∣2 dx �C

∫ T

0

∫
�0

∣∣∣∣∂v∂ν
∣∣∣∣2 dσ dt .
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Ce qui donne :

‖f ‖L2(�) � C

∥∥∥∥∂u∂ν
∥∥∥∥

H1(0,T ;L2(�0))

et le Théorème 2 est démontré.

Démonstration du Théorème1. – On définitz= y(p)− y(q) qui verifie


iz′ +�z+ pz = (q −p)y(q), �× (0, T ),
z= 0, ∂�× (0, T ),
z(0)= 0, �.

(7)

La clé de notre démonstration est que dans le cas linéaire que nous venons de traiter, toutes les constantes
qui apparaissent dépendent uniquement de la norme L∞ du potentiel. Ainsi, dès quep ∈ U , où U est
borné dans L∞, nous sommes en fait, avec l’équation (7) dans une situation similaire au cas linéaire. En
effet, on ay(q) ∈ W1,2(0, T ,W1,∞(�)) et q − p ∈ H1

0(�). De plus, on sait que W1,2(0, T ,W1,∞(�)) ⊂
C([0, T ],W1,∞(�)) donc on a aussiy(x,0) = y0 ∈ W1,∞(�). Par suite, l’hypothèse|y0(x)| � r0 > 0,
p.p. dans� prend un sens. Il vient(q − p)y(q) ∈ W1,2(0, T ,H1

0(�)) et il existe une unique solution
z ∈ C([0, T ],H1

0(�)) au problème (7). On peut alors appliquer le Théorème 2 et cela donne :

C−1‖q −p‖L2(�) �
∥∥∥∥ ∂z∂ν

∥∥∥∥
H1(0,T ;L2(�0))

� C‖q − p‖H1
0(�)

.

La démonstration du Théorème 1 est ainsi terminée car il existe une constanteC = C(�,T ,�0, q, y0, h,U)
> 0 telle que pour toutp ∈ U vérifiantq − p ∈ H1

0(�),

C−1‖q − p‖L2(�) �
∥∥∥∥∂y(q)∂ν

− ∂y(p)

∂ν

∥∥∥∥
H1(0,T ;L2(�0))

� C‖q − p‖H1
0(�)

.

Remarque. – Il faut souligner combien il est important que l’inégalité de Carleman utilisée soit globale.
On peut se référer a [10] pour comprendre ce qui peut se passer si on utilise une estimation locale. En effet,
un raisonnement par unicité-compacité devient nécéssaire si on veut démonter une estimation de stabilité
dans le cas non linéaire connaissant seulement la situation linéaire et une inégalité d’observabilité. On
trouve également dans la référence [6] comment une inégalité de Carleman globale permet d’arriver très
rapidement a une conclusion dans une situation non linéaire pour l’équation des ondes.
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