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Résumé Dans cette Note on caractérise les valeurs et vecteurs propres d’'un nouveau probleme
spectral couplant les équations de Navier—Stokes incompressibles linéarisées et celles d’'une
structure réduite, par le moyen des conditions de type transpiration, et issu de I'analyse de
stabilité de systémes en interaction fluide-structure. Notre approche s’appuie sur la défini-
tion d’'un opérateur compact particulier agissant dans un espace de Hilbert. Pour citer cet
article : M.A. Fernandez, P. Le Tallec, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 167-172.
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A new spectral problem in fluid-structure interaction with
transpiration

Abstract The aim of this Note is to provide a rigorous mathematical treatment of a new spectral
problem, coming from a linear stability analysis in fluid-structure interaction. This
eigenproblem involves the linearized incompressible Navier—Stokes equations coupled with
those of a reduced structure, by means of specific transpiration boundary conditions. We
prove that the eigensolutions of this spectral problem can be obtained from the characteristic
values of a compact operator acting on a Hilbert space. To cite this article: M.A. Fernandez,
P. Le Tallec, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 167-172002 Académie des
sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Abridged English version
1. Introduction

In this work we study a differential eigenvalue problem coming from the linear stability analysis of
reduced structure immersed in a viscous incompressible flow. The coupling between the solid and the fi
is realized through specific transpiration boundary conditions. Our main result shows that the spectr
consists of a discrete set of complex eigenvalues, each of finite multiplicity, which can cluster only
infinity.
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2. The spectral problem

Let Q2 be an open bounded subseffof, with a locally Lipschitz continuous boundaFy We assume that
there exists a hon-empty connected open sufadeif 2, with locally Lipschitz continuous boundary,
and such tha®’ c . With this notation we se®/ = Q — Q’, see Figure 1.

We introduce the following quadratic eigenvalue problem: findC, u : @ — C3, p: Q/ — C, and
s € CN, with [; pdx =0 and(u, p, s) # 0, satisfying (2). Hereyo : @/ — R3 and po : @/ — R stand
for a steady Navier—Stokes solution of (1). The matbix= [p1]|¢2] ... |pyN] Stands for the reduced modal
basis, and M and K denote, respectively, the tangential mass and stiffness matrices of the structure.

In this Note we will not go into the details of how (2) can be obtained from the physical problem
Let us mention that the transpiration condition (2) comes from the interaction between the fluid and t
structure [5]. A complete derivation of (2), and a detailed proof of all results appearing in this Note can t
foundin [6,7]. We focus on the mathematical analysis of problem (2).

3. Eigenvalue characterization

In order to linearize (2) we set= —is € CV. Hence, problem (2) becomes: finc C, u : 2/ — C83,
p:Q/ — Cands,z e CV, with [, pdx =0 and(u, p, s, z) # 0, satisfying (3). This problem motivates
the definition of a specific operator.

We introduce the Hilbert spadé = L2($2/)3 x CN x CV, and the following operator, associated to (2),
T:(f h,g) e H— T(f g, h)=(u,z,s)cHY(QZ x CN x CN, where(u, s) is defined as from (4), and
z=rs — g, with r > 0 sufficiently large.

Remark 1.— If (A; u, p, z, s) is a solution of (3), them = 1 + r verifiesuT (u, z, s) = (u, z, s), hence
uw#0and(/u; u,z,s) is a eigenpair off'. Reciprocally, ifu # 0 is a characteristic value df then
1/ — r is a eigenvalue of (3).

Remark 2. — The operator is well defined if (4) has a unique solution.

THEOREM 3.1. — There is a scalar r > 3||uglly o Such that problem (4) has a unique solution in
H1(©/)3 x L3(Q/) x CVN. Moreover, we get the estimation: |Is|| + [uly.qr + IPllo.or < C2(l fllo.or +
llgll + lI21), where C2 > 0 isa constant independent of (u, p, s) and (f, g, k).

As from Theorem 3.1 we get that is a linear continuous operator frok to H'(/)3 x CV x CV.
Thus, the compact embedding ot ¢€2/)3 x CV x CV in H implies thatT is a compact operator acting
in H. With Remark 1 and applying the spectral theory of compact operators [1], we can prove the followir
theorem:

THEOREM 3.2. —The set of solutions of (2) consists of a countable sequence of complex numbers, each
with finite multiplicity, which can cluster only at infinity.

1. Introduction

Ce travalil constitue une premiere étude mathématique rigoureuse d’un nouveau probléme spectral iss
I'analyse de stabilité linéaire d'un systéme couplé fluide-structure [6,7]. Ce probléme couple les équatic
de Navier-Stokes incompressibles linéarisées avec celles d'une structure réduite par l'intermédiaire
conditions de type transpiration.

Dans la premiere partie, nous introduisons le probleme spectral traité. Nous montrons, dans une deuxi
partie, que la détermination des fréquences propres du systeme couplé se réduit a la détermination
valeurs caractéristiques d’un certain opérateur compact agissant dans un espace de Hilbert.

La démonstration détaillée des résultats apparaissant dans cette Note se trouve dans [6,7].
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Figure 1. — Le domaine de calctl.

r

2. Le probléme spectral

Soit 2 un sous-ensemble borné Bé, avec frontiére lipschitzienne not&e On suppose qu'il existe un
sous-ensembl@® de 2, non vide, connexe, avec frontiére lipschitzienne, ngtget tel queQ’ c Q. Ce
domaine représente la structure dans sa configuration d’équilibre, et le complément est le domaine occ
par le fluide. Avec ces notations on pagé = Q — Q’, voir la figure 1.

On introduit un champ de vitesses : 2/ — R3 et un champ de pressign : 2/ — R, solution du
probléeme de Navier—Stokes stationnaire suivant :

. 1
Vuoug — 2vdive(ug) + —Vpo=0 dans/,
0

divug=0 dans/, )

uo=ur Ssurl,
up=0 sury,

avece(ug) = %[Vuo + (Vug)'], v > 0 étant la viscosité cinématique du fluigeja densité volumique,
et ur la vitesse imposée sur. On supposera queo et po sont des fonctions regulieres, soit par
exempleug € Cz(ﬁf)3 et po € Cl(ﬁf). On introduit aussi un nombre finly, de déformées modales,
@i — RS i=1,...,N, que 'on supposera & volume constant, c’est-a—g"yei -nda=0, i =
1,...,N, oun dénote le vecteur normal unitaire syr(dirigé versQ*). La matrice de taille 3x N,
® = [p1]e2|. .. |eN], représente la basse tronquée de déformées modales. Le comportement de la struc
autour de la configuration d’équilibre est supposé étre caractérisé par des matrices de masse, M, €
rigidité, K, d’ordre N, symétriques et définies positives.

A ce point, on introduit le probléme spectral quadratique suivant (défini sur domaine fixe) : cherch
reCou:Q/ - C3 p:Qf > CetseCV,avec[yr pdr =0et(u, p,s) #0, tels que

. 1
Vuou + Vuug — 2vdive(w) + —Vp = u dansQ/,
o

divu=0 dans/,
u=0 surl, (2
u=—Ads — Vuods sury,

A2Ms + (K + Bo)s = —/ do(u, pnda,
Y
ol o(u, p) = —pl+2ue(u), u = pv la viscosité dynamique du fluide et’Best une matrice réelle,
d’'ordre N, fonction deuo, po et ®, représentant la matrice de raideur géométrique associée aux contraints
d’interface fluide-structure.

Dans cette Note, on n’explicitera pas comment dériver le probléme spectral (2) a partir du problér
physique, ni I'expression de la matricé Bvoir [6,7] pour le détails. Cependant, on remarque que la
condition de bord (2) et la matrice B proviennent d’un couplage fluide-structure issu d’une approche
par transpiration [5], ol.®s dénote la vitesse locale de la structure-6fuo®s le terme induit par le
transport de I'interface (on se place en écriture eulérienne sur le fluide).
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Dans le cas ou le fluide est supposé immobile & I'équilibre, po) = 0, le probléme (2) fait intervenir
les équations de Stokes. Ce type de probléme a été introduit et complétement étudié dans [2]. En prés
d’écoulement permaneliio, po), et si on néglige B et le terme de gradierNug dans la condition de
transpiration, le probléeme quadratique aux valeurs propres (2) fait intervenir les équations de Navier—Sto
linéarisées, et correspond a celui introduit dans [3,9]. A notre connaissance, aucune étude mathémat
rigoureuse n'a été menée jusqu’a ces jours sur ce dernier probléme.

Remarque 1. — On impose la condition de moyenne nulle sur la pression car celle-ci est définie a ur
constante additive pres [8].

3. Caractérisation des valeurs propres

On s'intéresse dans cette section a I'analyse mathématique du probléme (2). Le principe de base,
[2-4], consiste en la définition d’'un certain opérateur compact qui caractérisera les solutions de (2).

D’abord, pour linéariser (2) on introduit une nouvelle inconpee—is € CV, de sorte que le probléme
aux valeurs propres (2) devient : chercherC,u : @ — C3, p: @/ — Cets,z e CV, avec[,, pdx =0
et(u, p,s,z) #0, tels que

. 1
Vuou + Vuug — 2vdive(u) + —Vp = Au dansQ/,
P

divu =0 dans/,
u=0 surl,

3

u=>oz — Vugds sury,

—Z=As,

M-t [(K + Bo)s + / @ o (u, pn da} =AZ.
Ce probléme motive la définition d'un certailjn/opératéuOn introduit 'espace de HilbeH = L2(Q2/)3 x
CN x CN, et lopérateurT : (f,h,g) e H— T(f, g, h) = (u,z,5) € H(QH3 x CN x CN, ol (u, z, )

est défini comme «solution» (pour suffisamment grand) du probléme suivant, associé a (3) : pour
(f, h, g) € H chercheru, s, z) e HL(Q)3 x CN e CVN et p e L3(Q/) tels que

. 1 X
Vuou + Vuug — 2vdive(u) + —Vp+ru=f dansQ/,
0

divu=0 dans/,
u=0 surl, (4)
u=—>=g — Vugds + rds sury,
(K + Bo)s + / @ o (u, p)nda +7r°Ms =M + rg), z=rs—g.
Sy
Remarque 2. — Si(; u, p, z, s) est solution de (3), alorg = A + r vérifie uT (u, z, s) = (u, z, 5), ainsi
u#£0et(d/u; u,z,s) estun élément propre de Réciproquement, gi # 0 est valeur propre dg alors
1/u — r est valeur propre dans (3). Pour montrer que I'opéréfeast bien défini, on doit montrer que le
probléme (4) admet une et une seule solution.
La preuve de I'existence et I'unicité de solution pour (4) nécessite l'introduction de quelques résults

préliminaires. On commence pour décompdgelp) de la fagcon suivante(u, p) = (u1, p1) + (u2, p2) +
(u3, p3), avec(ui, p1) solution du probléme (purement fluide)

. 1
Vuouy + Vuiug — 2vdive(u1) + —Vpr1+rur= f daﬂSQf,
0

divuy =0 dans/,
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u1=0 surl, (5)
u;1=—>og  sury,

(u2, p2) solution du probléme
. 1
Vuouz + Vusug — 2vdive(uz) + —Vpo +rupz =0 danemf,
o)
divuy =0 dans/,

up=0 surl’,

(6)

up =—Vuods sury,
et enfin,(us, p3, s) solution de

. 1
Vuouz + Vuzug — 2vdive(uz) + —Vpz+ruz=0 danemf,
0
divus=0 dans/,

uz3=0 surl,
(7)
uz=rds sury,
(K +7r2M + Bo)s + / dDTa(ul, p1)nda +
Y

oo (uz, p2)nda + oo (u3, p3)nda

—
—

=M +rg).

Concernant la solvabilité des problemes (5) et (6), on a le résultat suivant :

LEMME 3.1.— Soits € CV. Pour r > 3|le(u0)llg, 0. 1€S problémes (5) et (6) ont une unique solution
dansH(Q/)3 x L3(Q).

Le lemme précédent permet de déterminer complétefagnp) a partir des donnéeg et g, on peut
donc passefy ®'o (41, p1)nda, au second membre de £7pt il ne nous reste gu'a détermin@p, p2) et
(u3, p3,s). Du a la linéarité defy & o (uo, p2)nda, par rapport duo, p2), et de(uy, p2) par rapport &,
on peut écrirefy ®To (42, p2)n da, comme une fonction linéaire de c’est-a-dire,

/ oo (u2, p2)nda = F(r)s, (8)

Y
ou Hr) est une matrice réelle, d’'ordré, associée au probléme (6) et donnée par I'expressignr)F=
fy (o(wj,qj)n) - ;i da, ol (wj, q;) est 'unique solution, d’aprés le lemme 3.1, du probléme purement
fluide

. 1
Vuow; + Vw;jug—2vdive(w;)+ =Vg; +rw; =0 dansQ/,
P .

Wy — f
divw; =0 dans@/, ©)
w; =0 surl,
wj =—Vupp; Sury
pourj=1,...,N.

Remarque 3. — L'expression (8) est cruciale dans la suite de notre approche, et ceci justifie en partie
fait d’avoir admis un comportement réduit de la structure, car dans un cas plus général, ou par exempl
déplacement de la structure vérifie les équations linéaires de I'élastodynamique, notre démarche n’est
valable.

Dans la suite on aura besoin d’'une borne pour la norme de la matrice F
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LEMME 3.2.— Soit 7 > 3|luolly . qr- Pour r > 7 ona |F(r)|| < C1(1+ JJr +r), avec C1 > 0 une
constante qui ne dépend que de p, v, ug, 7, ® et Q7.

Reprenons maintenant le probléme de la déterminatiofuglep2) et (u3, p3, s). D'aprés (8) on peut
éliminer (u2, p2) dans (73 et le probléme se réduit a trouvers, ps,s) € HL(Q/)3 x L3(@/) x CV
vérifiant

. 1
Vuous + Vugug — 2vdive(uz) + —Vpz+ruz=0 dans/,
yol
divus=0 dans2/,
us=0 surl, (10)
uz=rds sury,

(K +r°M +BO + F(r))s + / ® o (us, p3nda=Mh+rg) — / ® o (un, p1)nda.
Jy 14
D’apres le lemme 3.2 on tire le résultat suivant :

LEMME 3.3.— Il existe r > 3||uoll1 .o t€l quele probleme couplé (10) a une unique solution.
Les lemmes précédents permettent de démontrer I'existence et I'unicité de solutions du probléme (4)

THEOREME 3.4. — Il existe r > 3|luoll1 o or t€l que le probleme (4) admet une unique une solution
(u, p,s) e HY(Q/)3 x L3(Q/) x CN. Deplus, onal’estimation ||s || + |uly or + I Pllo.or < C2(ll fllo.ar +
llgll + ||h||) , 0l C2 > 0 est une constante indépendantede (u, p, s) €t (f, g, h).

D'aprés le théoréme 3.4, 'opérateliest bien défini, linéaire et continu @iedans H(2/)3 x CN x CV.
D’autre part, comme l'injection de HQ/)3 x CV x CV dansH est compacte, de la continuité @e on
déduit la compacité d& comme opérateur di dansH. Ceci permet d'appliquer la théorie spectrale des
opérateurs compacts [1]. On peut donc démontrer le théoréme suivant :

THEOREME 3.5. —Les valeurs propres du probléme couplé (2) sont, au plus, en infinité dénombrable,

4. Conclusion

Dans ce travail nous avons caractérisé les valeurs et vecteurs propres du nouveau probléme spectra
issu de I'analyse de stabilité de systémes en interaction fluide-structure. Notre approche s’appuie su
définition d’un certain opérateur compact agissant sur un espace de Hilbert. Ce résultat concorde avec «
obtenu dans [2], pour un cas particulier de (2), et celui conjecturé dans [3] pour un autre cas particul
de (2).
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