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Résumé

En faisant appel a la notion de mesure de Palm, nous établissons I'existence de la mesure de diffraction pour tout
processus ponctuel stationnaire et ergodique. Nous obtenons des caractérisations précises de ces mesures dans le cas
processus particuliers : sous-ensembles aléatoirés?densembles obtenus par la méthode « cut-and-projéur. citer
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Abstract

Using the notion of Palm measure, we prove the existence of the diffraction measure of all stationary and ergodic point
processes. We get precise expressions of those measures in the case of specific processes: stochastit/sisesetshéined
by the “cut-and-project” methodo cite thisarticle: J.-B. Gouéré, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
O 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

Abridged English version

Let S be a locally finite subset d@&“. Its autocorrelation is defined as the limitRs~ oo in the vague topology,
if it exists, of the measuregg = |3—1R| 2 x.yesnBg Sx—y, WhereBy is the ball of radiusR centered at 0 anBg|
its volume. If it exists, the autocorrelatignis positive, tempered and of positive type. Its Fourier transform is
therefore a positive measure which is called the diffraction measufe of
Let x be a stationary, ergodic and square-integrable point process. We proyestthatits a.s. an autocorrelation
which coincides with a classical object in stochastic geometry: the intensity measure of the Palm megasure of
Then we consider the stochastic subset&bfgiven by the times at which a stationary and ergodic process
(X1)reze 90es through a point. Let be the spectral measure ¥f We prove that:
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(1) The procesg admits a.s. an autocorrelation givenjpy= > ", .« E(XoXi)dk;
(2) We havey = u, whereu,, is theZ?-periodic measure associated wijth

This enables us to give examples of diffraction measures with nontrivial singular parts.

Finally, we study the “cut-and-project’” method. L& and F be two linear subspaces @ such that
R? = E @ F. In order to simplify the notations, assume tlzandF are orthogonal. If € R¢ we notex = xg +xf
with obvious conventions. Leé be a bounded Borel set @f. Usually, the “cut-ant-project” method is used to
turn a lattice into a quasi-periodic set by projecting orthogonallfdhe points lying in the ban&d x W. We use
it to turn a point procesg onR? into another procesg’ on E. Assume thaj is stationary, square-integrable and
ergodic under the action of the translatiaii$),cg. In particular,y admits an autocorrelatiop. Using the link
between the autocorrelation and the Palm measure, we prove that:

(1) The procesg’ admits a.s. an autocorrelatipr;
(2) The autocorrelation is given by (C) = fR,, y(dx)1ly * 1_w(xp)lc(xg);
(3) We havep'(C) = [pa 7 (dx)|1w|?(xp)1c(xE). C € B(E).

As an example, we apply this construction to stochastic subséts. of

1. Introduction

D’un point de vue physique, la diffraction par un matériau des rayons X permet d'étudier sa structure
microscopique. Les phénomenes d’interférences entre les rayons diffractés par les différents atomes sont en effi
reliés aux positions relatives de ces atomes. Si les atomes sont disposés selon un réseau comme c’est le cas p«
un cristal, alors le motif de diffraction est constitué de points lumineux isolés distribués eux aussi selon un réseau.
Réciproquement, la présence de points isolés dans le motif de diffraction suggére que les atomes sont relativemel
ordonnés, mais la nature précise de cet ordre n’est pas comprise. Plus généralement, la compréhension du lie
qui relie la nature du motif de diffraction avec la structure microscopique du matériau reste trés incompléte. La
découverte en 1982 par Shechtman et al. [18] des quasicristaux (arrangements non périodiques d’atomes dont
motif de diffraction comporte des points isolés) a relancé I'intérét porté a ce probléeme.

Rappelons le formalisme mathématique de la diffraction [8]. On se dgnnesous-ensemble localement fini
deR?. On lui associe une mesuyg par :

yR:=Bi > 8y_x=|B—t|< > 8)*( > a_x), (1)

x,yexNBgr xexNBr xexNBr

ou |Bg| désigne la mesure de Lebesgue canonique de la lBuleentrée en l'origine et de rayak > 0 et ou
8, est la mesure de Dirac au pointLa transformée de Fouriéfz (¢) est l'intensité lumineuse diffractée dans la
directiont par un matériau dont les centres des atomes sont les points\deg. Lorsqu’elle existe, la mesure
limite y =limg_ oo &, Prise au sens de la topologie vague, est désignée par le terme d’autocorrélatiedie
mesure est tempérée et sa transformée de Fquest une mesure positive appelée mesure de diffraction da
notion de « points isolés dans le motif de diffraction» (la présence de Bragg peaks) se traduit mathématiquemen
comme la non trivialité de la composante atomique de la mesure

Récemment, des recherches ont été entreprises en prenant geamprocessus ponctuels particuliers [2,3,7].
Essentiellement trois modeles ont été jusqu’a présent étudiés : le processus est obtenu en supprimant aléatoireme
des points d’'un ensemble déterministe [2,3]; le processus est obtenu en perturbant la position des points d’ur
ensemble déterministe [7]; le processus est associé a un pavage aléatoire [2,4,6,10].
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Dans cette Note, nous démontrons que, lorsque le processus popcastl ergodique sous I'action des
translations, alors 'autocorrélation existe toujours et coincide avec un objet classique en géométrie aléatoire, Iz
mesure d’intensité de la mesure de Palmyde

Nous considérons ensuite les sous-ensembles aléatoi#&salgtenues en prenant les instants de passages en
un point d'un processus stationnaire et ergodidig ,.z«. Nous montrons que ces sous-ensembles admettent p.s.
une autocorrélation. Nous prouvons la périodicité de leur mesure de diffraction (voir [1] pour un résultat analogue
dans le cas oy est déterministe et admet une autocorrélation) que nous exprimons en fonction de la mesure
spectrale d&X. Cela nous permet de construire des exemples d’ensembles dont la mesure de diffraction comporte
une composante singuliére.

Nous reprenons enfin la méthode «cut-and-project» qui est un procédé trés populaire [13,14] d’obtention
d’ensembles presque-périodiqygsa partir d'ensembles périodiqugs Nous étudions la situation plus générale
ou I'ensembley est un processus ponctuel. En exploitant le lien que nous avons établi entre la mesure de Palm
d’'un processus et sa mesure d’autocorrélation, nous exprimons la mesure de diffragti@ndenction de celle
de x . A titre d’exemple nous appliquons cette construction aux sous-ensembles aléat@ifes de

2. Autocorréation et mesure de Palm

Soit M, (R%) I'ensemble des sous-ensembles localement finiRéeA tout borélien bornéd on associe
I'application N4 : M, — N définie parN4(¢) = card A N ¢). On munit M, de la tribu.A engendrée par ces
applications. Un processus ponctuel [12,16] est une application mesyradddinie sur un espace de probabilité
(2, F, P) et a valeur dangM,, A). Un processus ponctuel est dit intégrable (resp. de carré intégrable) si les
variables aléatoirel 4 le sont pour tout compaet. Un processus ponctuel est dit stationnaire si sa loi est invariante
par les translation€T; ), gr«. Soit x un processus stationnaire et intégrable. On munit classiquephént.A) de
la mesure de Palm® [12], définie par

~ 1
P(F):= fE[ > e - x):|, Fe A,
| | xepNB
ol B est un borélien fixé d&¢ de mesureB| finie et non nulle. Cette définition est indépendante du choik de
A toute mesuren sur(M,, A) on associe sa mesure d’intensii@:) sur (R, B(R?)) définie par
I1(m)(A) = / cardg N A)dm(¢), A eB(RY),

ol B(RY) désigne les boréliens @ .

Theoreme 2.1. Considérons un processus ponctyestationnaire, ergodique et de carre intégrable K. Soit
P sa mesure de Palm €t P) l'intensité de cette mesure. Cette derniére mesure est localement finie. On a alors
pour tout borélien born& deR¢ :

lim yr(C)=1(P)(C) p.s.
Jim yr(C)=I1(P)(C) p.s
En particulier,yg converge presque srement verd) pour la topologie vague.

La preuve de ce résultat repose essentiellement sur le théoréme ergodique de Wiener [20].

Exemple. Considérons un processus de Poisson pongtiglrR¢ admettant pour mesure d’intensité la mesure

de Lebesgue canonique [12]. Les hypothéses du Théoréme 2.1 sont classiquement vérifiées et on sait [12] que
mesure de Palm de coincide avec la loi du processus:= x U{0}. Il en découle immédiatement que le processus

x admet p.s. une mesure d’autocorrélationérifianty =y = §g + dx.
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3. Sous-ensembles aléatoires de Z4
3.1. Généralités

Soit X = (Xk)reze UN processus stationnaire ergodique et a valeurs {fani$. Désignons pap sa mesure
spectrale. On considére le procesgus {k € Z¢: X; = 1}.

Théoreme 3.1.

(1) Le processug admet presque slrement une autocorrélatiottlle vérifiey := > ", ¢ E(XoXk) 8.
(2) Onay =pu, otpu, estla mesur&.?-périodique associée a (Wp() =D pega w(- —k)).

Remarque. SoitU une variable aléatoire indépendantedet de loi uniforme suf0, 1[¢. On construit une version
R-stationarisée dg en posant = s(U, X) ol s est la fonction dg0, 1[¢x {0, 1}2* dansM,, (R?) définie par
s(u,x) =u+ {k € Z%: x; = 1}. Le résultat du Théoréme 3.1 est trivialement vérifié pour le procgssus

3.2. Un exemple de mesure singuliére

Soit v une probabilité symétrique siit. Il existe un processus gaussien ré@l),.z centré et de covariance
E(Y,Y,1x) = v(k). Ce processus est stationnaire. Il est également ergodique si la messtesans atomes,
ce que nous supposerons dans la suite ([5], Chapitre 14, 82, Théoréme 1). Considérons alors le processt
X =1r, (Yp), k € Z. Il est également stationnaire et ergodique. De plus, By X;) = f (D (k)) avec
1 , 1 '
f(x) = o arcsintx) + 7 = %akx , 2)

les coefficientsa; étant positifs. La mesuref(v) := 3, yaxv*™* est la mesure spectrale de. Avec le
Théoréme 3.1 on obtient alors le résultat suivant :

Proposition 3.2. Soitv une probabilité symétrique et sans atomesRuPosonse = f(v) ou f est définie sur
[—1, 1] par (2). Il existe alors un processus ponctuel admettant presque srement la mgspor mesure de
diffraction (11,, est la mesur&.?”-périodique associee @).

Exemple. En prenant pouw la loi de la série aléatoir€n>1n—1,1Xn oU (X;),en €St une suite de v.a.i.i.d.
de Bernouilli symétriques, on obtient un processus ponctuel admettant une mesure de diffraction de la forme
%ZkeZ 8 +m oum = [(f —1/4)(v)], est une mesure purement singuliere 1-périodique.

4. Ensembles obtenus par la méthode «cut-and-project »
4.1. Principe

Plagons-nous dari&? et donnons-nous deux sous-espaces supplémentie¢s. Notonspg (resp.pr) la
projection surk parallélement & (resp. surF parallélement &). NotonSxé etx; les projections orthogonales
de x sur E et F. Considérons un borélien borné fiXé c F. Soit¢ un processus ponctuel stationnaire et de
carré intégrable dariR?. On le suppose ergodique sous l'action des translatidng. ;. On définit un nouveau
processus ponctugl dansk par y = 7 (¢) oun est I'application deM,, (R?) dansM,, (E) définie par

(@) =pe(d N (E x W)). (3)
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On fait I'hypothése suivante :
Deux points distincts d¢ N (E x W) ont une image distincte paiz (p.s.). 4)
Théoréme 4.1. Notonsh la restriction a W de la mesure de Lebesgue canoniquerdet désignons paQ

la mesure de Palm d¢. SoitCr (resp.Cp) un borélien de mesurg de E (resp. F). Notonsa le volume de
Cg +Cp. Alors:

(1) Le processuyg est stationnaire, ergodique et de carré intégrablg.
(2) La mesure de Palm dg coincide avec I'image de la mesuré ® Q par I'application

f_{WxMU(Rd)ﬁMU(E), (5)
@) pe((w+d)NE X W) =n(w+9).
(3) L'intensité de la mesure de Palm est la mesursur E définie par
y© =a [ 1@)@) ¥ (prto)ic(pet). € eBE). (6)
R4
ou vy est la fonction d&” dansR définie pary (x) = Ly * 1_w (x).
(4) Latransformée de Fourier dg est de la forme
PO =a? [ 1@ V(x)lc(xt). CeBE), @)

R4
ou I(é) est la transformée de Fourier de(@).
Remarque. Quitte a adopter le formalisme des processus ponctuels marqués [9] (qui autorise la « présence » de
plusieurs points au méme endroit), on peut éviter le recours a I'hypothése (4). Cela ne modifie ni la preuve ni le
résultat.

On en déduit immédiatement a I'aide du Théoréme 2.1 le résultat suivant :

Théoréeme 4.2. Le processug admet p.s. les mesures d’autocorrélation et de diffraction respectivement décrites
par (6) et (7).

4.2. Applications aux sous-ensembles aléatoire&te

On appligue la construction «cut-and-project» au procegssss (U, X) introduit dans la remarque de la
Section 3. Le cas particulier ou 1&& sont i.i.d. a été étudié dans [3].

Pour appliquer le Théoréme 4.1, nous devons vérifier I'ergodicitg sleus I'action des translation(g;), k.
A cet effet nous démontrons que

Proposition 4.3. Il existe un ensemble négligeatsie- $?~1 tel quey est ergodique suivant la directidiv pour
toutv € $9-1\ S. En dimensior2 cet ensemble est dénombrable.

Dans certains cas particuliers, on peut expliciter

Proposition 4.4. Considérons des processus stationnaires, ergodiques et indépemdé}m,ggz, 1<i<d, a
valeur dans{0, 1}. Définissons un processus indexé parZ? en posantX,, . ., = A,%l . --Affd. Ce processus
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est stationnaire et ergodique. Si les procesdissont faiblement mélangeanfse qui est le cas des processus
construits erB.2), alors on peut prendre pous I'ensemble des vecteurs unitaires dont les coordonnées sont liées

surQ.

Théoréme 4.5. On suppose qué& contient un vecteur d§9—1\ S. Soitx = 7 (¢) ol 7 est définie pa(3). Le
processug est alors stationnaire ergodique et de carré intégrable. Il admet presque sirement (avec les notations
des Théorémes.1et3.1)une autocorrélation s’exprimant par(C) = a ) ;7 (k)Y (pr (k)1c(pEe(k)) etune

mesure de diffraction vérifiamt(C) = 2 [pa ¥ (x3)1c (xp) 1 p(dx) (C € B(RY)).

Si on prendX = 1 alors le processus ponctuekst (a une tranlation prés) le réseau détermiriigteOn peut
prendre pousS I'ensemble des vecteurs unitaires liés uet on retrouve alors avec le Théoreme 4.5 les résultats
classiques sur les «model-sets » [8,11,15,17,19].
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