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Résumé

On établit que le (pseudo)groupe local des biholomorphismes stabilisant une sous-variété algébrique réelle, minimale,
finiment non dégénérée d€&”, est un groupe de Lie local algébrique réel. On en déduit des conditions nécessaires
pour l'algébrisabilité locale de tubes analytiques réels rigides de codimension quelconqué_’daReur citer cet
article: H. Gaussier, J. Merker, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
O 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

We prove that the local (pseudo)group of biholomorphisms stabilizing a minimal, finitely nondegenerate real algebraic
submanifold inC" is a real algebraic local Lie group. We deduce necessary conditions for the local algebraizability of real
analytic rigid tubes of arbitrary codimension@¥. To cite thisarticle: H. Gaussier, J. Merker, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. |
336 (2003).
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1. Introduction

Une sous-variété analytique réelle @8 est ditealgébrique(au sens de Nash, cf. [2]) si elle est définie
localement par I'annulation de polyn6mes réeldastalement algébrisablen un de ses pointg s'il existe
un systéeme de coordonnées holomorphes locales centpédams lequel elle est algébrique. S'il est clair que
toute sous-variété analytique réelle de dimengiatansR?* est localement équivalente, par une transformation
analytique réelle, & un plan de dimensibnil n’en va pas de méme pour l'algébrisabilité au moyen d’'une
transformation holomorphe. Huang, Ji et Yau ont récemment présenté dans [7] le premier exemple explicite
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{(z,w) € C% Imw = exp(zZ)} d’une hypersurface analytique réelle Levi non dégénéré€3ealgébrisable

en aucun de ses points. La démonstration dans [7] repose sur la méthode dite d’équivalence due a Cartan |
et développée par Chern et Moser [4] pour classifier les hypersurfaces strictement pseudoconé®xas de
moyen d’invariants différentiels. La complexité des calculs formels ne permet apparemment pas de dégager une
obstruction concréte de non algébrisabilité locale, partagée par tous les éléments d’une famille de sous-variétés ¢
dimension quelconque dafi¥.

On présente dans cette Note des conditions nécessaires d'algébrisabilité locale de sous-variétés analytique
réelles génériques d€”. L'argument clé consiste a observer que le (pseudo)groupe des biholomorphismes
locaux deC" stabilisant une sous-variété générique algébrique réelle est, sous certaines hypothéses de nol
dégénérescence, un groupe de Lie local pour lequel la loi de multiplication est algébrique.

2. Enoncédesrésultats

Soit M une sous-variété analytique réelle locale de codimengialansC", passant par I'origine, définie
par les équations;(z,7) =0 pourk =1,...,d, oUt = (t1,...,1,) € C" et ol lesri(t,1) € C{t,t} satisfont
r(0,0) =0, ri(t,1) =rp(t,7) etdrg A--- Adry(0) #£ 0. On suppos/ génériguec’est-a-dire qudoM +iToM =
ToC". Dans ce casT @V M := ToM N TODC” est un fibré complexe de rang— d. Soit L1, ..., L,—_q une
base der VM. On dit queM estminimale en0 si 'orbite (au sens de Sussmann) de I'origine sous l'action
des champs Rey, ImLy,...,ReL,_q4,ImL,_4 contient un voisinage de l'origine damg. On dit queM est
holomorphiquement non dégénér@t. [9]) s'il n'existe pas de champ de vecteurs non nul de tyh®), a
coefficients holomorphes, tangen¥& Dans ce cas, d’aprés [1], il existe un sous-ensemble analytique réeVstrict
de M tel que, pour tout poinp de M\V, on a VectL? V,(r)(p, p): B e N4 k=1,...,d} =C", ol I'on
noteV; (ry)(z, 1) le gradient holomorphe dg et L? := (L1)P1...(L,_4)#»—<. On dit alors queV estfiniment non
dégénérée ep.

On étudie la structure du (pseudo)groupe des biholomorphismes localixstabilisantd. Ce groupe est de
dimension infinie lorsqué/ n’est nulle part minimale ou holomorphiqguement dégénérée (cf. [9]). La notion de
groupe de Lie loca{de dimension finie) est présentée par exemple dans le Chapitre 8 de [10]. On gppeie
de Lie local algébriquain groupe de Lie local pour lequel la loi de multiplication (cf. [10, pp. 176-177]) est
algébrique (au sens de Nash).

Théoréme 1. Soit M une sous-variété générique algébrique réelle@e passant par I'origine, minimale et
finiment non dégénérée én Il existeeg > 0 tel que pour tould < ¢ < gg, les trois conditions suivantes sont
satisfaites

(a) Le (pseudogroupeG s des biholomorphismes locaux @& définis sur le polydisqud,, (0, ¢) et stabilisant
M est un groupe de Lie local algébrique réel de dimension finiee dépendant que de la géométrie locale de
M au voisinage de l'origine.

(b) ll existe0 < ¢’ < ¢ et une applicatiormlgébriqueH,,, constructible algorithmiquement a partir des équations
définissantes d#f, définie au voisinage de 'origine dafi® x R™, a valeurs dan€”, vérifiantHy, (¢,0) =1,
et telle que toute application holomorphe A,(0,s") — A,(0, ¢) suffisamment proche de lidentité,
stabilisantM, vérifieh = Hy (., e5) pour un uniquer, € R™.

(c) L'application (z, e) — Hys(t, ) définit un groupe de Lie local algébrique de biholomorphismes algébriques
stabilisantM.

La démonstration du Théoréme 1 fait intervenir les jets en O de biholomorphismes locaux, voir [6].
On considére maintenant la familiE? des sous-variétés analytiques réelles génériquel"deléfinies au
voisinage de l'origine, de codimensiah minimales et finiment non dégénérées en 0, dont le graupeest
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commutatif, de dimension. Il existe alors, pour tout élémemt de 7,9, un systéme local de coordonnées
holomorphes centré a l'origing, w) = (x +iy, u +iv) € C*~?¢ x C¢ etd fonctions analytiques réelles, ..., ¢4
s’annulant en 0, tels qu& soit représenté au voisinage de 0 par les équatipasp1(y), ..., vg = ¢4(y). Dans

ce cas,M est finiment non dégénéré en 0 si et seulement s'il existe multiindicesg?, ..., g"~¢ e N*~4 de
longueur strictement positive et des entiers &y, .. ., k,—s < d tels que I'application réelle

1 n—d
P g, () P g, ()
A T

est de rang — d a l'origine dansR"~ (cf. [6, Lemme 3.2]). On note’ > (¥ (y"), ..., ¥, _, (")) I'application
réciproque de). Le second résultat de cette Note est le théoréme suivant ;

V() = ( 1)

Théoréme2. SoitM appartenantd,?, définie par les équationg = ¢1(y), . .., va = ¢a(y), minimale et finiment
non dégénérée éh SiM est localement algébrisable & I'origine, les dérivées partie@l$§/8yl’ sont algébriques
réelles pourl < j,I<n—d.

Le Théoréme 2 montre qu’'un élémentdj¢ pour lequel une dérivéb,ﬁ;./ay,’ n'est pas algébrique réelle (ce qui
est génériquementle cas au sens de Baire) n'est pas localement algeébrisable a I'origine. Le Corollaire 1 exhibe un
famille explicite d’exemples de sous-variétés analytiques réell€¥' dgui ne sont pas localement algébrisables a
l'origine :

Corollaire 1 [6]. (a) Soientys, ..., x,—1 des fonctions analytiques réelles arbitraires, définies au voisinage
de 0 e R"~1. L'hypersurfaceM de C" d’équationv = Y {Z1[yZ + y& + yPy1-- yee1 + ¥ e, -+ s ya—1)]
appartient a la familleZ;!. De plus, pour un choix génériquau sens de Baidede x1, ..., x,—1, M n'est pas
localement algébrisable a I'origine.

(b) Les hypersurfaces d&? d’équationsv = sin(y?), v = sinh(y?) etv = expiexp(y) — 1) — 1 appartiennent
a 721 et ne sont pas localement algébrisables a I'origine.

Pour vérifier 'appartenance d¢ a la famiIIeTnl, on utilise la théorie analytique des symétries des équations
aux dérivées partielles (cf. [8, Chapitre 2]), appliquée a la géométrie CR dans [11,5].
Dans le méme état d’esprit, le théoréme suivant donne un éclairage différent du résultat de [7] :

Théoréme 3 [6]. Soit M :v = ¢(zZ) une hypersurface analytique réelle, Levi non dégénérée @anpassant
par I'origine, dont I'algébre de Lie des automorphismes infinitésimaux est engendrég paretizd/dz. Si M
est localement algébrisable a I'origine, la dérivéeglest algébrique. Ainsi, les hypersurfacestfed’équations
v=¢%—1,v=sin(zz) etv = sinh(zZ) ne sont pas localement algébrisables a I'origine.

3. Résumédeladémonstration du Théoreme 2

Soit M € Tnd et soit® un biholomorphisme local, vérifiar® (0) = 0, tel queM’ := & (M) est algébrique,
minimale et finiment non dégénérée en 0. L'algébre de Lie réelle des automorphismes infinitésimiux de
étant engendrée par les chandpgér, ..., d/9t,, 'algébre de Lie des automorphismes infinitésimauxifieest
commutative, de dimension, engendrée par les chamgg = ®.(3/0r1), ..., X, = ®.(3/dt,). On commence
par redresser algébriquement les feuilletages holomorphes induitspar., X;,, en utilisant I'algébricité de
I'application Hy, et la commutativité du group@,,» données dans le Théoréme 1. La démonstration est standard,
voir [6].

Proposition 1. Il existe un biholomorphisme algébrique compl@xedéfini au voisinage de I'origine darns”,
etn fonctions algébriques complexes . . ., ¢,, vérifiantc; (0) = 1, tels que l'algebre de Lie des automorphismes
infinitésimaux de\” := ¥ (M) est engendrée par les chamb§ = lI/*(X;.) =cj(tj)3/dtj, 1< j<n.
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D’aprés [4], il existe des coordonnées: (z1, ..., Zn—d, W1, ..., wg) dans lesquelles on peut représemEr
par les équations; = @ (z,z, w), k=1, ...,d, ol Oy estune fonction algébrique complexe. On note maintenant,
Wod) Y=(f1,..., fu—d, 81, ..., 8a) €t(c1,...,cn) = (a1, ..., an—q, b1, ..., by). Lapplication¥ o & vérifiant
(W o @),(3/0t;) = c;(t;)3/0t;, on a les identités:;(z;)(df;/9z;)(z;) = br(wk)(dgr/dwk)(wr) = 1, ce qui
montre quedf;/dz; etdgy/dwy sontalgébriques pourd j <n—d et1<k <d.Lacondition(¥ o®)(M)=M"
donne, pouk =1, ...,d, les identités suivantes dai$z, z, w} :

2 (Ok (2,7, W)) — g () — o < fiz1) — fiZ1) fr—d@n—a) — fa—d (zn_d)>

. 2
2i 2i 2i @

Pour 1< < n — d, on applique l'opérateur'?'l /328’ a Eq. (2) avee = k;. Il existe des fonctions algébriques
réellesAy, 4 vérifiant :

31y, (fl(Zl) ~AG)  fodGaa)— fn_d@n_d))

. 3
ayb! 2i 2i 3

Ak/,ﬂ[ (Zs Z) =

L'application ¢ donnée par Eqg. (1) étant de rang- d, on obtient pourj = 1,...,n — d l'identité fizj) —
[i @) =209 (Ay p1(2,2), ..., Ay, pr-a(2, 2)). Ladifférentiation de cette identité par rappordt;aet az,, pour
m # j fournit le systéme linéaire :

1 = 81’&} Ay p

YN A Z,Z 7...,A n—, ZyZ
2laj(zj) = 3)’1/( g 2) baopr=1 (@) 0z

n—d 815”;
=

(z,2),
(4)

8Ak 1 _ .
(2,7, m# ]

0=
aZm

(A p1(2. ) Ay, pr-a(2.2)

I
N

Puisquea;(0) = 1 pour tout 1< j < n — d, la matrice ((0Ay, 41/9z;)(0,0))1<j.1<n—a €St inversible et
il existe donc des fonctions algébriques complexgs(z,z), définies pour I< j,I < n — d, telles que
@y /3y (A(z, 2)) := (8&}/8y;)(Akl,ﬂ1(z,Z), ooy Ay, pr-a(2,2)) = Bji(z, 7). Enfin, la fonctionA,, 4 étant
réelfe et la matrice((aAkl,ﬁz/azj)(O, 0)1<j.i<n—a €tant inversible, le jacobien a l'origine de l'application
y = A(iy, —iy) =: y" est non nul. Il existe donc une application algébrique réelielle que(dy/dy)(y") =

B; (iC(y"), —iC(y")), ce qui prouve I'algébricité déw}/ay,’ pourl< j,l<n—d.
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