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RÉSUMÉ. – Nous étudions l’ordre de grandeur uniforme de fonctions aléatoires du type∑N
k=1Xkf (nkx) où f ∈ A(T), {Xk}k�1 est une suite de variables aléatoires indépendantes

complexes centrées telles queE|Xk|2 < ∞ et {nk}k�1 est une suite strictement croissante
d’entiers positifs (le casnk réel étant aussi traité). Posonsσ 2

N =∑N
k=1 E|Xk|2. Sous une certaine

condition sur{Xk}, nous montrons que∫
�

sup
N�1

sup
x∈T

∣∣∣∣∣
∑N
k=1Xkf (nkx)√
σ 2
N lognN

∣∣∣∣∣dP<∞.

Ce résultat généralise dans un certain sens l’inégalité de Salem–Zygmund. Une des applications
de cette inégalité est l’étude de propriétés locales des séries aléatoires du type Rademacher∑∞
k=1akεkf (nkx) et gaussienne non-stationnaire

∑∞
k=1akgkf (nkx).

 2003 Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

ABSTRACT. – We study uniform estimates for random functions of the form
∑N
k=1Xkf (nkx)

wheref ∈ A(T), {Xk}k�1 is a sequence of independent complex random variables such that
EXk = 0 andE|Xk|2 <∞, and{nk}k�1 is a strictly increasing sequence of positive integers.
(the case of real sequencenk is also studied). Letσ 2

N =∑N
k=1 E|Xk|2. Under some condition on

{Xk}, we prove that ∫
�

sup
N�1

sup
x∈T

∣∣∣∣∣
∑N
k=1Xkf (nkx)√
σ 2
N lognN

∣∣∣∣∣dP<∞.

This result generalizes to some extent Salem–Zygmund inequality. We apply this inequality to
study the local regularities of random series of Rademacher type

∑∞
k=1akεkf (nkx) and of non-

stationnary gaussian type
∑∞
k=1akgkf (nkx).
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1. Introduction

Considérons une série de fonctions aléatoires de la forme

∞∑
k=1

Xkf (nkx)

où {Xk}k�1 est une suite de variables aléatoires complexes centrées et indépendantes
définies sur un espace probabilisé complet(�,B,P ) telles que

E|Xk|2<∞, ∀k � 1,

f une fonction de la classeA(T), i.e.

‖f ‖A(T) =
∑
n∈Z

∣∣f̂ (n)∣∣<∞,

et {nk}k�1 une suite strictement croissante d’entiers positifs. Plus précisement, nous
étudions la grandeur de ses sommes tronquées dans le sens suivant, lesquelles s’avéreront
d’une grande commodité dans les applications : prenons deux suites d’entiers{λN}N�1

et {�N }N�1 telles que 0� λN � �N . Chaque couple(λN,�N) décrira une somme
tronquée. Dans le théorème suivant, nous aurons besoin de la condition suivante sur
les deux suites{nk}k�1 et {�N }N�1 :

n�N � c1Nc2 (∀N � 1) (L)

où c1 > 0, c2 > 0 sont deux constantes. Signalons que les�N peuvent se répéter, mais
cette répétition est limitée par la condition(L). Il est clair que si�N est strictement
croissante (i.e. sans répétition), la condition(L) est satisfaite avecc1 = c2 = 1.

Posons

σ 2
N =

�N∑
k=λN

E|Xk|2.

Pour tout entiera � 1, posons

Za = sup
N�a

√√√√ 1

σ 2
N

�N∑
k=λN

|Xk|2.

Notre premier résultat est le suivant.
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THÉORÈME 1. –Supposons quef ∈ A(T) et que{nk}k�1 et {�N }N�1 satisfont à
la condition (L). Supposons de plus que la suite de variables aléatoires centrées et
indépendantes{Xk}k�1 satisfait à la condition

E sup
N�1

√√√√ 1

σ 2
N

�N∑
k=λN

|Xk|2<∞. (V)

Alors pour toute suite de nombres réels{�k}k�1 et pour touta � 1, nous avons

∫
�

sup
N�a

sup
x∈T

∣∣∣∣∣
∑�N
k=λN Xkf (nkx +�k)√

σ 2
N logn�N

∣∣∣∣∣dP �C‖f ‖A(T)EZa

oùC est une constante indépendante def , {Xk}k�1 et {�k}k�1.

Dans la section 4, nous discuterons de la condition(V).
Le cas particulier oùf (x)= e2πix correspond au cas étudié par Salem–Zygmund [13].

Signalons qu’il y a une différence entre le théorème 1 sous forme intégrale et l’inégalité
de Salem–Zygmund que Kahane a présentée dans [7] (p. 68) sous forme de probabilité.
D’abord, Salem–Zygmund [13] ont traité le cas des variables de Rademacher et de
Steinhaus, puis Kahane [5] a donné une généralisation aux variables sous-gaussiennes.
La condition sous-gaussienne est ici remplacée par la condition (V) dans le théorème 1.
Remarquons que sans la condition (V), il y a une inégalité faible :

∫
�

sup
x∈T

∣∣∣∣∣
�N∑
k=λN

Xkf (nkx +�k)
∣∣∣∣∣dP � C‖f ‖A(T)

√
σ 2
N log(n�N )

dont la preuve est une simplification de celle du théorème 1. De plus, nous signalons le
travail récent de Weber [15] qui étudie et généralise cette inégalité faible à des normes
d’Orlicz au lieu de la normeL1(�), dans le cas oùf (x)= e2πix .

Si {Xk}k�1 = {εk}k�1 est la suite de Rademacher (suite de variables aléatoires
indépendantes et identiquement réparties prenant les valeurs+1 ou−1 avec probabilité
1
2), la condition(V) est clairement satisfaite. SoitSN la somme partielle de

∞∑
k=1

εkakf (nkx).

Le théorème 1, appliqué à ce cas, donne l’intégrabilité de la fonction maximale

M = sup
N�1

sup
x∈T

|SN(x)|√
σ 2
N lognN

où σ 2
N = ∑N

n=1 |an|2. En fait, Hoffmann–Jorgensen a montré queM possède des
moments de tous ordres [4] (voir aussi [9], p. 159). Rappelons que Salem–Zygmund
avait montré queM <∞ presque sûrement.
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Le théorème se démontre par une méthode de randomisation gaussienne qui permet de
se ramener aux estimations de Fernique. Les calculs sont d’abord faits avec la fonction
exponentiellef (x) = e2πix et le cas général s’obtient par convexification. Le lecteur
est invité à consulter [14] pour trouver une description détaillée de cette technique de
randomisation gaussienne. Notre démarche est différente de celle de Salem–Zygmund :
celle-ci étant basée sur l’inégalité de Bernstein pour des polynômes trigonométriques.

Tel est le cas pour les fonctions périodiquesf (nkx). Si lesnk ne sont pas entiers,
les fonctionsf (nkx) ne sont que presque périodiques. Notre méthode s’adapte encore à
cette situation. Nous nous contentons d’énoncer le résultat suivant, une estimation locale
pour des sommes de Dirichlet aléatoires.

THÉORÈME 2. – Il existe une constanteC > 0 telle que pour toutM > 0 et tout
N � 1 on a

E sup
t∈[−M,M]

∣∣∣∣∣
N∑
n=1

εnn
it

∣∣∣∣∣� C
√
N log(M logN).

C’est une estimation du type loi du logarithme itéré, mais uniforme pour toutt ∈
[−M,M]. Il mérite d’être signalé que la norme uniforme surR a connu une estimation
précise que Queffelec [11] a attribuée à G. Halasz :

C1
N

logN
� E sup

t∈R

∣∣∣∣∣
N∑
n=1

εnn
it

∣∣∣∣∣� C2
N

logN

(C1> 0 etC2> 0 étant deux constantes). Queffelec [12] a obtenu une généralisation de
cette dernière estimation en considérantn−σ+it au lieu denit (0� σ < 1

2).
Comme application, nous étudierons les séries de fonctions aléatoires de la forme

Rademacher
∞∑
k=1

εkakf (nkx) (SR)

et gaussienne non-stationnaire
∞∑
k=1

gkakf (nkx). (SG)

Nous cherchons des conditions pour que les séries(SR) et (SG) représentent presque-
sûrement une fonction continue sur le cercle. Nous donnerons également des estimations
de leur module de continuité et verrons à quelle condition ces séries aléatoires
représentent une fonction Lipschtzienne d’ordreα (0 < α � 1). Ce faisant nous
montrerons que sous certaines conditions la convergence des séries aléatoires(SR) et
(SG) est uniforme enx.

Dans la section 2, nous rappelons deux inégalités dûes à Fernique sur les processus
Gaussiens. Nous démontrons le théorème 1 dans la section 3. Des conditions plus
parlantes que(V) sont discutées dans la section 4. La section 5 est consacrée à l’étude
de séries aléatoires comme une application du théorème 1. Puis dans la section 6, nous
donnons une généralisation du théorème 1 au cas oùnk n’est pas entier, et ce pour une
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famille de fenêtres{λ(K)N ,�(K)N ,N � 1}K�1. Enfin, le théorème 2 est démontré dans la
section 7.

2. Préliminaires

Les preuves des théorèmes 1 et 2 reposent sur deux inégalités fondamentales, dûes à
Fernique, concernant la régularité des trajectoires de fonctions aléatoires gaussiennes.
Par souci de clarté, nous convenons de citer dans leur ordre d’apparition les outils
Gaussiens utilés dans ce travail.

INÉGALITÉ 1′. – Soit{GN, N � 1} une suite de processus Gaussiens réels définis sur
[0,1] dont les trajectoires sont p.s. des fonctions continues. Alors

E sup
N�1

sup
x∈[0,1]

∣∣GN(x)∣∣�K{sup
N∈N

E sup
x∈[0,1]

∣∣GN(x)∣∣+ E sup
N∈N

|ξNσN |},
oùK une constante absolue,{ξk, k � 1} est une suite isonormale et pour toutN ∈ N

σN = sup
x∈[0,1]

∥∥GN(x)∥∥L2(�)
.

INÉGALITÉ 2 (Fernique [2]). –Soit g une fonction aléatoire gaussienne à valeurs
réelles, stationnaire, séparable et continue en moyenne quadratique. De plus, notonsm

sa mesure spectrale associée surR+ définie par

E
[∣∣g(s)− g(t)∣∣2]= 2

∞∫
0

[
1− cos 2πu(s − t)]m(du).

Alors on a

E sup
α∈[0,1]

g(α)�K
{√√√√∫

R+
min

(
u2,1

)
m(du)+

∫
R+

√
m
(]ex2

,∞[)dx
}
,

oùK est une constante absolue.

INÉGALITÉ 1 (Fernique [1]). –Soit X = {X(t): t ∈ T } une fonction aléatoire
gaussienne définie sur un ensembleT fini ou dénombrable. Soit de plus{Tk, k ∈ [1, n]}
un recouvrement deT . NotonsS = T1 × · · · × Tn. Alors on a l’inégalité suivante

E
{

sup
k∈[1,n]

[
sup
t∈Tk
X(t)− E sup

t∈Tk
X(t)

]}
� π

2
· sup
s∈S
{
E
[

sup
k∈[1,n]

X(sk)
]}
.

3. Démonstrations du théorème 1

Nous allons mettre en oeuvre dans cette section une technique de preuve qui repose
sur le jumelage de la randomisation gaussienne (étape 1) et de l’inégalité 1’ de Fernique
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(étape 2) qui nous conduira naturellement à la condition d’équiintégrabilité(V). Nous

désignerons parC toute constante positives pouvant se modifier au cours de la preuve.
Nous commençons par le cas particulier mais essentiel oùf (x)= e2πix .

Etape1. Nous allons démontrer que

E sup
N�a

∥∥∥∥∥
∑�N
k=λN Xk exp 2πinkx√
σ 2
N logn�N

∥∥∥∥∥∞
�CEZa.

CommeEXk = 0, il nous suffit de montrer que

EX,X′ sup
N�a

∥∥∥∥∥
∑�N
k=λN (Xk −X′

k)exp2πinkx√
σ 2
N logn�N

∥∥∥∥∥∞
� CEZa

où (X′
k) est une copie indépendante de(X′

k) etEX,X′ désigne l’espérance sur l’espace où
les deux suites(Xk) et (X′

k) sont définies. CommeXk − X′
k est symétrique, on peut

supposer dès le départ queXk est symétrique (signalons queXk − X′
k satisfait à la

condition (V)). Soit maintenant(εk) une suite de Rademacher indépendante de(Xk).
Comme(Xk) et (εkXk) ont la même répartition, la dernière inégalité équivaut à

EX,ε sup
N�a

∥∥∥∥∥
∑�N
k=λN εkXk exp2πinkx√

σ 2
N logn�N

∥∥∥∥∥∞
�CEZa.

Alors, en vertu du principe de contraction [3], il nous suffit de montrer que

EXEg,g′ sup
N�a

∥∥∥∥∥
∑�N
k=λN Xk[gk cos 2πnkx + g′

k sinπnkx]√
σ 2
N logn�N

∥∥∥∥∥∞
� CEZa

où (gn) et (g′
n) sont deux suites normales centrées reduites et indépendantes l’une de

l’autre.
Etape2. Conditionnellement au processus(Xk), nous appliquons l’inégalité 1’ à la

suite de vecteurs Gaussiens

GN =
∑�N
k=λN Xk[gk cos 2πnkx + g′

k sin 2πnkx]√
σ 2
N logn�N

,

à valeurs dans l’espace de BanachC(T). Alors

Eg,g′ sup
N�a

sup
x∈T

∣∣GN(x)∣∣� C[sup
N�a

Eg,g′ sup
x∈T

∣∣GN(x)∣∣+ Eξ sup
N�a

|ξNqN |]

où (ξk) est une suite isonormale et

qN � sup
x∈[0,1]

∥∥∥∥∥
∑�N
k=λN Xk[gk cos 2πnkx + g′

k sinπnkx]√
σ 2
N lognN

∥∥∥∥∥
2
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où ‖ · ‖2 désigne laL2-norme sur l’espace de probabilité où(gn) et (g′
n) sont définies.

Un calcul simple nous montre que

qN �

√√√√ 1

σ 2
N

�N∑
k=λN

|Xk|2 · 1√
logn�N

.

D’après(L), logn�N � c logN , donc

EXEξ sup
N�a

|ξNqN | � C ′EZa · Eξ sup
N�a

∣∣∣∣ ξN√
logN

∣∣∣∣� C ′′EZa.

Ainsi il nous suffit de montrer

EX sup
N�a

Eg,g′ sup
x∈T

∣∣GN(x)∣∣�CEZa.

Dans la suite,GN = GN(x) sera considéré comme une fonction aléatoire au lieu d’un
vecteur aléatoire.

Etape3. Remarquons d’abord que siXt (t ∈ T ) est une fonction aléatoire gaussienne
définie sur l’ensembleT , alors pour toutt0 ∈ T , on a [3]

E sup
t∈T

|Xt | � E|Xt0| + E sup
t∈T
Xt .

Cela nous permet d’éliminer la valeur absolue. Appliquons cette remarque àGN(x) pour
t0 = x = 0. Nous contrôlons l’intégraleEg,g′ supx∈T |GN(x)| par la somme

AN +BN := Eg

∣∣∣∣∣
∑�N
k=λN Xkgk√
σ 2
N logn�N

∣∣∣∣∣+ 2Eg,g′ sup
x∈T

GN(x).

Il est évident que

AN �

√√√√√Eg

∣∣∣∣∣
∑�N
k=λN Xkgk√
σ 2
N logn�N

∣∣∣∣∣
2

�

√√√√∑�Nk=λN |Xk|2
σ 2
N

1√
logn�N

� CZa.

D’autre part, la majoration deBN découle immédiatement des estimations de Salem–
Zygmund [13] où elle y figure explicitement en les termes suivants : il existe une
constanteC telle queBN � CZa.

Ainsi nous avons démontré l’existence une constante absolue telle que

EX sup
N�a
(AN +BN)� CEZa.

Etape4. Maintenant envisageons le cas général, qui peut se ramener au cas particulier
que nous venons de considérer. Soitj �= 0. Observons que l’applicationx→ jx (mod 1)
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est surjective. Donc

sup
x∈T

∣∣∣∣∣
�N∑
k=λN

Xk exp(2iπnkjx)

∣∣∣∣∣= sup
x∈T

∣∣∣∣∣
�N∑
k=λN

Xk exp(2iπnkx)

∣∣∣∣∣.
Ce qui donne une même borne supérieure dans le cas e2πijx que dans le cas e2πix . En
examinant les trois étapes précédentes, on voit que la même borne supérieure est aussi
valable quandj = 0.

En développantf en série de Fourier, on a

E sup
N�a

sup
x∈T

∣∣∣∣∣
∑�N
k=λN Xkf (xnk)√
σ 2
N logn�N

∣∣∣∣∣�
∑
j∈Z

∣∣f̂ (j)∣∣E sup
N�1

sup
x∈T

∣∣∣∣∣
∑�N
k=λN Xk exp(2πijnkx)√

σ 2
N logn�N

∣∣∣∣∣
� ‖f ‖A(T) ·CEZa <+∞. ✷

Nous pouvons affaiblir la condition stipulant que la suite{nk}k�1 est à valeurs entières,
en lui permettant de prendre des valeurs réelles. Dans ce cas, les méthodes de Salem–
Zygmund ne s’appliquent plus. Dans cette nouvelle situation nous utiliserons l’inégalité
2 de Fernique. Nous examinerons cette situation dans la section 6.

Nous pouvons encore nous passer de la condition(V) si nous nous contentons de
l’inégalité faible suivante

E sup
x∈T

∣∣∣∣∣
�N∑
k=λN

Xkf (nkx +�k)
∣∣∣∣∣� C

√√√√ �N∑
k=λN

E|Xk|2 logn�N .

En effet, la preuve est plus simple que celle du théorème 1, car on ne prend pas supN�a
et donc l’étape 2 peut être supprimée. Nous invitons le lecteur à voir l’article de Weber
[15] pour une autre approche.

Remarquons qu’étant donnée une suite d’entiers{nk}k�1 strictement croissante, nous
avons

C1

√
N logN � E sup

x∈[0,1]

∣∣∣∣∣
N∑
k=1

εke
2πinkx

∣∣∣∣∣�C2

√
N lognN

(C1> 0 etC2> 0 étant deux constantes). La première inégalité, nécessitant la croissance
stricte de la suite d’entiers{nk}k�1, est due à Marcus et Pisier [10] (p. 118) et la deuxième
est une conséquence de l’inégalité faible citée ci-dessus. Ces estimations sont à comparer
avec celle du théorème 2.

4. La condition (V)

La condition(V) est vérifiée par toute suite{Xk}k�1 de variables aléatoires indépen-
dantes et identiquement distribuées (I.I.D.) telles queE|Xk|2 <∞. En effet, comme
σ 2
N =NE(X1)

2, la condition revient àE
√
X∗ <∞ où

X∗ = sup
N�1

1

N

∑
1�k�N

|Xk|2.
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Or, selon le théorème ergodique maximal de Hopf [8],X∗ est faiblementL1-intégrable.
DoncEX∗r <∞ pour tout 0< r < 1.

Notons que l’argument du théorème ergodique maximal de Hopf peut être remplacé
par le fait que

1

N

∑
1�k�N

|Xk|2

est une martingale à l’envers et que l’on peut appliquer l’inégalité maximale de Doob.
La condition I.I.D. ci-dessus étant trop forte en générale, nous discutons maintenant

une condition qui assure (V) dans le cadre suivant.

THÉORÈME 3. –ConsidéronsXk = akYk où {Yk}k�1 est une suite de variables
aléatoires I.I.D. telle que pour un1< p � 2,

E|Y1|2p <∞
et {ak}k�1 une suite de nombres réels. Pour toutN � 1, notons σ 2

N = ∑N
k=1a

2
k .

Supposons de plus que

ak = O(1),
∞∑
N=1

1

Nσ
2(p−1)
N

<∞, σ2N = O(σN). (∗)

Alors nous avons

E sup
N�1

√√√√ 1

σ 2
N

N∑
k=1

a2
kY

2
k <∞ .

Ce résultat nous conduit à faire deux remarques importantes.

Remarque1. – Lorsque{Yk}k�1 est une suite de Rademacher, la conclusion du
théorème 1 est vérifiée sans l’hypothèse (V) ; cette dernière étant triviale dans ce cas.

Remarque2. – Lorsque{Yk}k�1 est une suite de variables aléatoires gaussiennes
centrées et réduites, la conclusion du théorème 1 est encore vérifiée sans l’hypothèse
(V) ; cette dernière étant ici non-triviale. En effet, dans le cas Gaussien, nous pouvons
supprimer l’étape de symétrisation dans la preuve du théorème 1 ; et ainsi éviter la
condition (V).

Démonstration du théorème 3. –Nous remarquons d’abord qu’il suffit d’établir
l’inégalité sur l’index géométriqueI1 = {2j }j�1. Cette remarque et la concavité de la
fonction racine carrée entrainent qu’il suffit de prouver

E sup
N∈I1

1

σ 2
N

N∑
k=1

a2
kY

2
k <∞.

Nous symétrisons maintenant le problème. PosonsUk = Y 2
k − Y ′2

k où (Y ′
k) est une copie

indépendante de la suite(Yk). Il n’est pas difficile de voir que la dernière inégalité
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résultera de

E sup
N∈I1

∣∣∣∣∣ 1

σ 2
N

N∑
k=1

a2
kUk

∣∣∣∣∣<∞.

Or,(
E sup
N∈I1

∣∣∣∣∣ 1

σ 2
N

N∑
k=1

a2
kUk

∣∣∣∣∣
)p

�
∑
N∈I1

E

∣∣∣∣∣ 1

σ 2
N

N∑
k=1

a2
kUk

∣∣∣∣∣
p

�C
∑
N∈I1

EU,ε

∣∣∣∣∣ 1

σ 2
N

N∑
k=1

a2
kUkεk

∣∣∣∣∣
p

où (εk) est une suite indépendante de Rademacher (choix de signes) etC une constante
universelle. Cette majoration provient de la symétrie des variablesUk et de propriétés
usuelles de convexité. Conditionnellement à la suite de variables aléatoires(Uk) nous
avons

Eε

∣∣∣∣∣
N∑
k=1

a2
kUkεk

∣∣∣∣∣
p

�
[
N∑
k=1

a4
kU

2
k

]p/2
� Cp

N∑
k=1

a
2p
k |Uk|p

oùCp est une constante ne dépendant que dep. Finalement, en intégrant par rapport à
la suite(Uk) nous obtenons

(
E sup
N∈I1

∣∣∣∣∣ 1

σ 2
N

N∑
k=1

a2
kUk

∣∣∣∣∣
)p

� CpE|Y1|2p
∞∑
N=1

1

Nσ
2(p−1)
N

<∞. ✷
Les conditions(∗) sont satisfaites si|ak| est décroissante, mais pas trop vite de sorte

queσ 2p−2
N est au moins de l’ordre de log1+η N , avecη > 0 lorsqueN → ∞.

5. Séries aléatoires

Nous allons étudier les séries(SR) et (SG), définies dans l’introduction, en suivant
le schéma présenté dans [5]. Grâce à l’inégalité de Salem–Zygmund sous la forme
intégrale que nous avons obtenue, la preuve est plus simple bien que les séries soient
plus générales. Notons

sj =
√ ∑

2j�k<2j+1

|ak|2 (j = 0,1,2, . . .)

et supposons que la suite d’entiers{nk}k� soit strictement croissante, à croissance
polynomiale :

nk = O
(
kd
)
(0< d <+∞). (P)

THÉORÈME 4. –Supposons que(P) est satisfaite et quef ∈ A(T). Alors (SR) et
(SG) représentent presque-sûrement une fonction continue si

sj ↓ 0,
∑
sj <+∞.

De plus, sous cette condition la convergence des séries de fonctions(SR) et (SG) est
uniforme, presque-sûrement.
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Dans le cas où la suite{sj }j�1 n’est pas décroissante, nous obtenons encore la même
conclusion si

∞∑
k=1

2k/2

√√√√√ 2k+1∑
m=2k

s2m <∞.

Supposons de plus que

sj = O
(
jγ2−βj)

où β > 0 ou bienβ = 0 maisγ < −1. Alors, d’après le théorème précédent, chacune
des séries aléatoires(SR) et (SG) représente presque-sûrement une fonction continue
que l’on désigne indifferamment dans la suite parF . Le théorème suivant donne des
estimations du module de continuité deF défini par

ωF(h)= sup
|t−t ′|�h

∣∣F(t)− F(t ′)∣∣ (∀h > 0).

THÉORÈME 5. –Supposons que la dérivéef ′ ∈ A(T), sj ↓ 0 et sj = O(jγ2−βj ).
Alors

(a) Lorsque0< d � 1, β = 0, γ <−1

ωF(h)= O
(

log1+γ 1

h

)
.

(b) Lorsqued � 1, d > β > d − 1

ωF(h)= O
(
h1+β−d log1+γ 1

h

)
.

(c) Lorsqued � 1, β = d, γ >−1
2

ωF(h)= O
(
h log1+γ 1

h

)
.

(d) Lorsqued � 1, β = d, −1< γ <−1
2

ωF(h)= O
(
h log

1
2

1

h

)
.

Voici un corollaire du Théorème 5 qui donne des conditions pour que la sommeF de
la série(SR) ou bien de(SG) soit une fonction lipschtzienne.

COROLLAIRE. – Supposons quef ′ ∈ A(T) et que sj = O(2−βj ) pour un certain
β > d − 1. AlorsF ∈ Lipν presque-sûrement, avecν < β.

Démonstration du théorème 4. –Nous suivons [5]. L’argument que l’on présente ici
est un peu plus simple, car on se passe du lemme de Borel–Cantelli grâce à l’inégalité de
Salem–Zygmund sous la forme intégrale (théorème 1). Nous commençons par traiter
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le cas des séries du type(SR). Soit (Nk)k�1 une suite d’entiers positifs strictement
croissante, tendant vers l’infini. Posons

∀k � 1, Pk(x)=
Nk+1−1∑
m=Nk

εmamf (nmx).

Nous préciserons le choix de(Nk) plus tard.
Il nous suffit de montrer que presque sûrement,

+∞∑
k=1

sup
x∈T

∣∣Pk(x)∣∣<∞.

En vertu du théorème 1, nous savons qu’il existe une variable aléatoire positive
intégrableξ , donc presque sûrement finie, telle que

sup
x∈T

∣∣Pk(x)∣∣� ξ
√√√√√lognNk+1

(
Nk+1−1∑
m=Nk

|am|2
)

=: bk.

Il nous reste donc de choisir(Nk) telle que
∑
bk <∞. ChoisissantNk = 22k , nous

avons la majoration (quitte à modifierξ d’une constante multiplicative)

bk � ξ2k/2
√√√√√
(

2k+1−1∑
m=2k

s2m

)
:= ξck.

Grâce à la décroissance desj , la série de terme généralck est convergente si et seulement
si
∑
k�0 sk <∞. Ceci prouve le théorème 4 dans le cas(SR).

Dans le cas des séries aléatoires du type(SG) nous obtenons le même résultat en
posant

∀k � 1, Pk(x)=
Nk+1−1∑
m=Nk

gmamf (nmx).

En effet, d’après la remarque 2 (voir §4) et le théorème 1, on conclue de manière
analogue pour(SG). ✷

Démonstration du théorème 5. –Reprenons les notations introduites dans la preuve du
théorème 4. Comme précédement, il suffit de considérer le cas des séries du type(SR)

car notre démonstration reposera uniquement sur l’estimation type Salem–Zygmund
provenant du théorème 1.

D’abord, nous avons la majoration triviale suivante

ωF (h)� ωP0(h)+ 2
∞∑
k=1

sup
x∈T

∣∣Pk(x)∣∣
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oùP0(x)=∑N1−1
k=0 akεkf (nkx). Comme

ωP0(h)� hsup
x∈T

∣∣P ′
0(x)

∣∣,
oùP ′

0(x)=
∑N1−1
k=1 aknkεkf

′(xnk), nous avons

ωF(h)� hsup
x∈T

∣∣P ′
0(x)

∣∣+ 2
∞∑
k=1

sup
x∈T

∣∣Pk(x)∣∣.
Pour tout 0< h < 1, nous noteronsτ la partie entière de log2

1
h
. L’entier τ � 1 étant

fixé, choisissonsNk = Nτ,k = 2τ2
k−1

pour k � 1. Réarrangeons les entiersNτ,k (τ �
1, k � 1) dans l’ordre croissant. Notons�N la suite croissante obtenue. Remarquons
que pour toutm� 1,

Card
{
(τ, k): Nτ,k �m

}
� log2m · log2 log2m� (log2m)

2.

Ceci implique que�m � �(log2m)
2 � m, et donc que la condition(L) est satisfaite par

(�N) et (nk). Appliquons le théorème 1 (la condition(V) est trivialement satisfaite) : il
existe une variable aléatoire intégrableξ � 0 indépendantedeτ et dek telle que

sup
x∈T

∣∣P ′
0(x)

∣∣� ξ
√√√√lognN1

(
N1−1∑
m=1

|nmam|2
)

=: b

et

sup
x∈T

∣∣Pk(x)∣∣� ξ
√√√√√lognNk+1

(
Nk+1−1∑
m=Nk

|am|2
)

=: bk.

Rappelons queb et bk dépendent deτ , cette dernière dépendant deh. Ainsi, nous
obtenons

ωF (h)� hb+ 2
∞∑
k=1

bk.

Dans la suite,ξ pourra être modifiée d’une étape à l’autre, mais restera intégrable.
Rappelons quenm = O(md). Donc nous avons

b� ξ
√√√√τ τ∑

j=1

22j (d−β)j2γ

et

bk � ξ

√√√√√(τ2k)1+2γ
τ2k−1∑
j=τ2k−1

2−2βj .

Distinguons les trois cas suivants pour contrôlerb :
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(i) Si 0� β < d, alorsb� ξτ 1
2+γ2−τ (β−d).

(ii) Si β = d etγ >−1
2, alorsb� ξτ 1+γ .

(iii) Si β = d etγ <−1
2, alorsb� ξτ 1

2 .

Distinguons aussi les deux cas suivants pour contrôlerbk :
(1) Siβ > 0, alors

∑
k�1

bk � ξ
∑
k�1

(
τ2k

) 1
2+γ

2−βτ2k � ξτ 1
2+γ2−βτ .

(2) Siβ = 0 etγ <−1, alors

∑
k�1

bk � ξ
∑
k�1

(
τ2k
)1+γ � ξτ 1+γ .

Alors (i) et (2) donne (a), (i) et (1) donne (b), (ii) et (1) donne (c), (iii) et (1) donne
(d). La preuve du théorème 5 est ainsi terminée.✷

Nous terminons en signalant que les études précédentes s’étendent aux séries de
fonctions aléatoires :

∞∑
k=1

Xkf (nkx +�k) (S ′)

où {Xk}k�1 est une suite aléatoire indépendante et centrée et{�k}k�1 est une suite de
nombres réels. Le rôle desj sera joué par

sj =
( ∑

2j�k<2j+1

E|Xk|2
)1/2

.

Mais une condition de type (V) sur les variables aléatoiresXk doit être satisfaite.

6. Cas presque périodique

Nous présentons un résultat qui généralise le théorème 1 en vue d’autres applications,
comme par exemple, l’étude de théorèmes ergodiques pondérés et l’étude de la régularité
locale des fonctions représentées par des séries aléatoires. Cette généralisation a pour
objet l’étude du comportement asymptotique de séries aléatoires vues sous l’angle d’une
famille de fenêtres. De plus, nous ne supposons pas à priori que la série aléatoire est
périodique comme précédemment : la suite{nk}k�1 sera supposée à valeurs réelles et
croissante au sens large. Dans ce cas nous sommes en présence de séries aléatoires
presque-périodiques, c’est la raison pour laquelle notre étude sera éffectuée sur un
intervalle du type[−M,M] oùM est un nombre positif fixé. Dans cette situation où les
choses sont vraiment nouvelles et où les méthodes de Salem–Zygmund ne s’appliquent
plus, nous voyons que l’emploi des inégalités 1, 2 et 3 de Fernique (cette dernière étant
citée dans cette section) est crusial.
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Supposons que

|||f ||| :=∑
k∈Z

∣∣f̂ (k)∣∣√log(|k| + 3) <∞,

(cette hypothèse étant plus forte quef ∈ A(T)). Considérons une famille de fenêtres
{(λ(K)N ,�(K)N ): λ(K)N � �(K)N } indexées parK � 1 etN � 1, et une suite de variables
aléatoires centrées et indépendantes possédant un moment d’ordre deux.

Supposons que la condition suivante soit vérifiée :

E sup
N�1,K�1

√√√√√√ 1

σ 2
N,K

�
(K)
N∑

j=λ(K)
N

|Xj |2<∞ (V)

où

σ 2
N,K =

�
(K)

N∑
j=λ(K)

N

E|Xj |2.

Enfin, considérons une suite croissante de réels positifs{nk}k�1 telle qu’il existe deux
constantesC1 etC2 avec :

∀K � 1, ∀N � 1, n
�
(K)
N

� C1N
C2. (L)

THÉORÈME 6. –Dans le cadre décrit ci-dessus, pour tout réel positifM > 0 et tout
entiera � 1, nous avons:

∫
�

sup
K�1

sup
N�a

sup
x∈[−M,+M]

∣∣∣∣∣
∑�

(K)
N

j=λ(K)
N

Xjf (njx)√
σ 2
N,K log(M n

�
(K)
N

)

∣∣∣∣∣dP � C|||f ||| E sup
K�1
ZKa

oùC est une constante indépendante def , {Xk}k�1,K etM , et

ZKa = sup
N�a

√√√√√√ 1

σ 2
N,K

�
(K)
N∑

j=λ(K)
N

|Xj |2.

Remarques. – Si nous supposons que la suite{nk}k�1 est à valeurs entières et que
f ∈ A(T) alors nous avons l’extension suivante du théorème 1 pour une famille de
fenêtres :

∫
�

sup
K�1

sup
N�a

sup
x∈R

∣∣∣∣∣
∑�

(K)
N

j=λ(K)
N

Xjf (njx)√
σ 2
N,K log(n

�
(K)
N

)

∣∣∣∣∣dP � C‖f ‖A(T)E sup
K�1
ZKa .

Dans le cas oùXk = akεk, l’hypothèse(V) est vérifiée. Dans le cas oùXk = akgk
({gk}k�1 étant une suite isonormale), le théorème 6 est vrai sans la condition(V)
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(voir section 4 à ce propos). De plus il nous semble important en vue des applications
d’insister sur le fait que la constanteC ne dépend pas de la famille de fenêtres.

Un exemple d’application est l’extension des résultats du Théorème 4 aux séries
aléatoires du type(SR) et (SG) au cas presque-périodique. Soit

∞∑
k=1

gkakf (nkx). (SG)

Notons

sj =
√ ∑

2j�k<2j+1

|ak|2 (j = 0,1,2, . . .)

et supposons que la suite de réels positifs{nk}k� soit croissante et telle qu’il existe un
nombre 0< d <+∞ et une constanteC > 0 avec

nk �C log logk et nk = O
(
kd
)
. (P)

Enfin considérons un élémentf deA(T) tel que

|||f ||| :=∑
k∈Z

∣∣f̂ (k)∣∣√log(|k| + 3) <∞.

Alors (SG) représente presque-sûrement une fonction continue surR si

sj ↓ 0,
∑
sj <+∞.

Il en est demême pour(SR). De plus, sous ces conditions la convergence des séries de
fonctions(SR) et (SG) est uniforme sur tout compact, presque-sûrement.

De la même manière nous pourrions étudier leurs modules de continuités. Pour ce
faire il suffirait de considérer la famille de fenêtres{(λ(K)N ,�(K)N ): 5λ(K)N ��(K)N } définie
par :λ(K)N = 2K 2N−1

et�(K)N = 2K 2N avec l’entierK � 1 (cf. preuve du théorème 5 avec
K := τ ). D’où l’étude de séries aléatoires du type suivant :

∀x ∈ R, F (x)=
∞∑
k=1

εkakf
(
x
√
k logk

)
.

Démonstration du théorème 6. –Nous présentons ici uniquement les points qui
different de la preuve du théorème 1. Nous appliquons l’estimation gaussienne suivante,
qui généralise l’inégalité 2.

INÉGALITÉ 3. –Soit g une fonction aléatoire gaussienne à valeurs réelles, station-
naire, séparable et continue en moyenne quadratique. Notons parm sa mesure spectrale
associée surR+ définie par

E
[∣∣g(s)− g(t)∣∣2]= 2

∞∫
0

(
1− cos 2πu(s − t))m(du).
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Alors l’espéranceE supα∈[−M,M] g(α) est majorée, à une constante universelle près, par

√√√√√
∞∫

0

min
(
2Mu2,1

)
m(du)+

∞∫
0

√
m

(]
ex2

2M
,∞

[)
dx.

Nous appliquons l’inégalité 3 à la fonctiong(Mα) dont la mesure spectrale associée
surR+ est

E
[∣∣g(Ms)− g(Mt)∣∣2]= 2

∞∫
0

(
1− cos 2πuM(s − t))m(du)

d’où l’inégalité 3. Observons que sig est une fonction aléatoire stationnaire, les mesures
spectrales deg et d’une quelconque translatéegt (α)= g(t + α) de g sont les mêmes.
Cela nous permet d’obtenir des majorations deE supα g(α) où α est restreint sur un
intervalle arbitraire de longueur 2M .

Etape1. NotonsIM = [−M,M] Nous commençons par la preuve du cas particulier
mais essentiel :f (x)= e2πix . La procédure de randomisation gaussienne (cf. étape 1 de
la preuve du théorème 1) nous conduit à étudier

EX,g,g′ sup
K�1

sup
N�a

sup
x∈IM

∣∣∣∣∣
∑�

(K)

N

j=λ(K)
N

Xj [gj cos 2πnjx + g′
j sin2πnjx]√

σ 2
N,K log(M n

�
(K)

N

)

∣∣∣∣∣.
Nouvelle étape.FixonsX et le réel positifM. Conditionnellement au processusX,

notons

G(K,N,x)=
∑�

(K)

N

j=λ(K)
N

Xj [gj cos 2πnjx + g′
j sin 2πnjx]√

σ 2
N,K log(M n

�
(K)
N

)
.

PourK etN fixés,G(x) représente (à une modification de trajectoire près) une fonction
aléatoire à trajectoires presque-sûrement continues. C’est la raison pour laquelle nous
pouvons nous restreindre àIM ∩Q pour montrer queG est bornée. Ainsi nous majorons

E sup
K�1

sup
N�a

sup
x∈IM∩Q

∣∣G(K,N,x)∣∣. (1)

Nous pouvons supprimer les valeurs absolues, sans modifier la nature de la majoration
de(1) car le coût à payer est du même ordre que le majorant annoncé

Pour appliquer l’inégalité 1, fixons un entiern assez grand et notons

T = {1, . . . , n} × N × (IM ∩ Q).

L’ensembleT ainsi formé est au plus dénombrable et nous proposons de majorer
E supT G indépendamment den et ainsi conclure par croissance. Notons

Tk = {k} × N × (IM ∩ Q).
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Il est clair que{Tk} est un recouvrement deT . Posons enfin

S = T1 × · · · × Tn.
En vertu de l’inégalité 1, nous avons

E sup
t∈T
G(t)� π

2
sup
s∈S

E sup
K=1,...,n

G(sK)+ sup
K=1,...,n

E sup
t∈TK
G(t).

Concernant la partie

sup
1�K�n

E sup
N�a

sup
x∈IM∩Q

G(K,N,x) ,

il suffit d’appliquer le théorème 1 pourK fixé. Nous obtenons la majoration suivante,
indépendante de l’entiern :

sup
1�K�n

E sup
N�a

sup
x∈IM∩Q

G(K,N,x)�C sup
K�1
ZKa .

Il ne reste plus qu’à étudier :

sup
s∈S

E sup
K=1,...,n

G(sK).

De façon explicite, l’expression ci-dessus s’écrit aussi

supE sup
1�K�n

[∑�
(K)
NK

j=λ(K)
NK

Xj [gj cos 2πnjxK + g′
j sin 2πnjxK ]√

σ 2
NK,K

log(Mn
�
(K)
NK

)

]
(2)

où le premier sup est pris sur{(x1, . . . , xn) ∈ (IM ∩ Q)n et (N1, . . . ,Nn) ∈ Nn}. Posons

ANK =
√
σ 2
NK,K

log(Mn
�
(K)
NK

).

Fixons(x1, . . . , xn) ∈ (IM ∩ Q)n et (N1, . . . ,Nn) ∈ Nn. Notons enfin le processus Gaus-
sien

GNK = 1

ANK

�
(K)
NK∑

j=λ(K)
NK

Xj [gj cos 2πnjxK + g′
j sin 2πnjxK ].

Afin de majorer(2), nous remarquons que

supE sup
1�K�n

|GNK | � sup
(N1,...,Nn)∈(N)n

E sup
1�K�n

sup
x∈IM

∣∣GNK (x)∣∣. (3)

Nons allons majorer le membre à droite de (3) de façon indépendante de l’entiern, ce
qui nous permet d’obtenir une majoration de(2) par croissance surn.
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Appliquant l’inégalité 1′ à la suite finie de fonctions aléatoires gaussiennnes
{GNK }1�K�n, E sup1�K�n supx∈IM |GNK (x)| est majoré par

CEX
{

sup
1�K�n

Eg,g′ sup
x∈IM

∣∣GNK (x)∣∣+ Eg sup
1�K�n

|gNKqNK |} (4)

oùC est une constante universelle,{gNK }1�K�n une suite isonormale et

qNK � sup
x∈IM

∥∥GNK (x)∥∥2,g,g′.

En vertu de l’hypothèse(L), nous obtenons sans peine

Eg sup
1�K�n

|gNKqNK | � Eg sup
1�K�n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

√√√√√√√√
∑�(K)NK
j=λ(K)

NK

|Xj |2
∑�

(K)

NK

j=λ(K)
NK

E|Xj |2
gNK√

logn
�
(K)
NK

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

� sup
1�K�n

√√√√√√√√
∑�

(K)

NK

j=λ(K)
NK

|Xj |2
∑�

(K)
NK

j=λ(K)
NK

E|Xj |2
Eg sup

1�K�n

∣∣∣∣ gNK√
logNK

∣∣∣∣. (5)

L’intégrabilité exponentielle des vecteurs Gaussiens assure que

sup
(N1,...,Nn)∈Nn

Eg sup
1�K�n

[
gNK√
logNK

]
<∞,

indépendamment den et de la suite d’entier{NK}K�1.

On obtient ainsi

EX,g sup
1�K�n

|gNKqNK | � EX sup
(N1,...,Nn)∈Nn

sup
1�K�n

√√√√√√√√
∑�

(K)
NK

j=λ(K)
NK

|Xj |2
∑�(K)NK
j=λ(K)

NK

E|Xj |2
. (6)

La condition(V) assure que(6) est majorée par :

E sup
N�a,K�1

√√√√√√ 1

σ 2
N,K

�
(K)
N∑

j=λ(K)
N

|Xj |2

indépendamment den.
Enfin, il reste à majorer

EX sup
(N1,...,Nn)∈Nn

sup
1�K�n

Eg,g′ sup
x∈IM

∣∣GNK (x)∣∣ (7)
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indépendamment den. Nous remarquons que cette estimation est l’analogue de celle
traitée dans l’étape 3 de la preuve du théorème 1 pourK fixé. Ne pouvant plus
appliquer les estimations de Salem–Zygmund car la suite{nk}k�1 n’est pas supposée
à valeurs entières, nous employons dans cette situation l’inégalité 2, plus précisément
son extension : l’inégalité 3. La mesure spectrale définie surR+ associée à la fonction
aléatoire gaussienne stationnaireGNK est

mNK = 1

σ 2
NK,K

logn
�
(K)
N

�
(K)

NK∑
j=λ(K)

NK

|Xj |2δnj ,

où δu désigne la mesure de Dirac concentrée au pointu. Nous obtenons alors

Eg,g′ sup
x∈IM

∣∣GNK (x)∣∣�C
{√√√√√

∞∫
0

min
(
u2,1

)
mNK (du)+

∞∫
0

√
mNK

( ]
expx2,∞[ )

dx

}
.

Il est trivial que le premier terme entre accolades est majoré par

√
mNK(R

+)� C

√√√√√√ 1

σ 2
NK,K

�
(K)
N∑

j=λ(K)
N

|Xj |2

oùC est une constante universelle.
Pour le deuxième terme, procédons à un découpage deR+ suivant la subdivision

croissante{0} ∪ {√lognj , λ
(K)
N � j ��(K)N }. Nous pouvons majorer le deuxième terme

par

1√
σ 2
NK,K

logn
�
(K)
N

�
(K)

N∑
j=λ(K)

N

[√
lognj −

√
lognj−1

](
√√√√√�

(K)

N∑
k=j

|Xk|2
)

�

√√√√√√
∑�(K)

N

k=λ(K)
N

|Xk|2
σ 2
NK,K

logn
�
(K)
N

·
�
(K)

N∑
j=λ(K)

N

[√
lognj −

√
lognj−1

]
�

√√√√√∑�
(K)
N

k=λ(K)
N

|Xk|2
σ 2
NK,K

avec la convention
√

logn0 = 0.
On en déduit que

EX sup
(N1,...,Nn)∈(N)n

sup
1�K�n

Eg,g′ sup
x∈IM

∣∣GNK (x)∣∣� CE sup
K�1
ZKa <∞.

Ceci termine la première étape.
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Etape2. Nous envisageons maintenant le cas général, en considérant une fonctionf

telle que

f (x)=∑
k∈Z

f̂ (k)exp(2iπkx),
∑
k∈Z

|f̂ (k)|√log(|k| + 3) <∞.

LEMME. – Sous les hypothèses du thèorème6, pour toute suite croissante au sens
large{nj }j�1 deréels positifs, et pour toutk ∈ Z, nous avons:

sup
k∈Z

∫
�

sup
K�1

sup
N�a

sup
x∈IM

∣∣∣∣∣∣∣∣
∑�

(K)
N

j=λ(K)
N

Xj exp(2πi|k|njx)√
log(|k| + 3)σ 2

NK,K
log(M n

�
(K)
N

)

∣∣∣∣∣∣∣∣
dP �CE sup

K�1
ZKa

oùC est universelle.

Démonstration du lemme. –Il suffit d’adapter l’étape 1 à la suite croissante{|k|nj }j�1

pourk fixé non nul,en remarquant que
(a)

√
x + y � 2

√
xy (∀x � 1,∀y � 1).

(b) La mesure spectrale définie surR+ associée à la fonctionaléatoire gaussienne
stationnaireGNK pour la suite{|k|nj, j � 1} dépendant du paramètrekest la suivante :

mNK,k = 1

σ 2
NK,K

log(|k| + 3) logn
�
(K)
N

�
(K)
NK∑

j=λ(K)
NK

|Xj |2δ|k|nj .

Lorsquek = 0, le lemme est vérifié. Ceci termine la preuve du lemme.✷
Appliquant le lemme respectivement pour lesk positifs et pour lesk négatifs et en

utilisant le fait que|z| = |z̄|, nous obtenons

∫
�

sup
K�1

sup
N�a

sup
x∈IM

∣∣∣∣
∑�

(K)
N

j=λ(K)
N

Xjf (njx)

σ 2
NK,K

log(M n
�
(K)
N
)

∣∣∣∣dP

� |||f |||sup
k∈Z

∫
�

sup
K�1

sup
N�a

sup
x∈IM

∣∣∣∣∣
∑�

(K)
N

j=λ(K)
N

Xj exp(2iπknjx)√
log(|k| + 3)σ 2

NK,K
log(M n

�
(K)

N

)

∣∣∣∣∣dP
� |||f |||CE sup

K�1
ZKa <∞.

Ceci achève la démonstration du théorème 6.✷
7. Estimation de sommes de Dirichlet

Voici un résultat qui découle en partie de la démonstration du théorème 6 ; c’est
pourquoi nous proposons de le présenter de façon autonome. Nous en déduirons une
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estimation locale pour les sommes de Dirichlet (théorème 2). Dans cette situation
l’inégalité 1’ de Fernique semble remplacer avantageusement les méthodes d’entropie
métrique comme par exemple le théorème de majoration de Dudley, carici on ne sait pas
estimer la métrique hilbertienne associée

d(s, t)=
(
N∑
k=1

∣∣kis − kit ∣∣2
)1/2

contrairement au cas des séries de Fourier, qui conduisent à

d(s, t)=
(
N∑
k=1

∣∣eiks − eikt
∣∣2)1/2

que l’on sait parfaitement estimer.

THÉORÈME 7. –Soient{εk}k�1 la suite de Rademacher,{ak}k�1 une suite de nombres
complexes et{nk}k�1 une suite croissante de réels positifs . Soit un réelM � 1 etf une
fonction dansA(T) telle que‖|f ‖|<∞. Alors

E sup
t∈[−M,M]

∣∣∣∣∣
N∑
k=1

εkakf (nkt)

∣∣∣∣∣�C|||f |||
√√√√ N∑
k=1

|ak|2 log(MnN) ,

oùC > 0 est une constante indépendante def , N etM.

On obtient le même résultat si l’on remplace{εk}k�1 par une suite isonormale{gk}k�1.

Démonstration du théorème 7. –
Etape1. FixonsN et commençons par supposer quef (t) = e(2iπt). En vertu des

procédés de symérisation, il n’est pas difficile de constater que

Eε sup
t∈[−M,M]

∣∣∣∣∣ 1√∑N
k=1 |ak|2 log(2MnN)

N∑
k=1

εkak exp(2iπtnk)

∣∣∣∣∣
� CEg,g′ sup

t∈[−M,M]

∣∣∣∣∣ 1√∑N
k=1 |ak|2 log(2MnN)

×
N∑
k=1

ak
(
gk cos(2πtnk)+ g′

k sin(2πtnk)
)∣∣∣∣∣,

où (gk) et (g′
k) sont deux suites isomormales indépendantes. En vertu de la première

relation de l’étape 3 de la preuve du théorème 1, appliquée au processus Gaussien

Xt = 1√∑N
k=1 |ak|2 log(2MnN)

N∑
k=1

ak
(
gk cos(2πtnk)+ g′

k sin(2πtnk)
)
,
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on a

Eg,g′ sup
t∈[−M,M]

|Xt | � 1√
log(2MnN)

+ Eg,g′ sup
t∈[−M,M]

Xt .

Nous appliquons ensuite l’inégalité 3 àXt .Sa mesure spectrale associée surR+ est
donnée par larelation :

m= 1∑N
k=1 |ak|2 log(2MnN)

N∑
k=1

δnk .

Nous obtenons ainsi

Eg,g′ sup
t∈[−M,M]

Xt � C
{√√√√√

+∞∫
0

min
(
2Mu2,1

)
m(du)+

+∞∫
0

√
m

(]
ex2

2M
,∞

[)
dx

}
,

oùC est une constanteuniverselle.
D’une part √√√√√

+∞∫
0

min
(
2Mu2,1

)
m(du)� 1√

log(2MnN)
.

D’autre part, la croissance de la suite{nk}k�1 nouspermet de montrer que

+∞∫
0

√
m

(]
ex2

2M
,∞

[)
dx � 1.

Pour ce faire,il suffit de considérer la subdivision croissante suivante deR+: {{0} ∪
{√log(2Mnk), k �N}}.

Etape2. Considérons maintenant le cas def telle que‖|f ‖| <∞. L’idée consiste
à appliquer l’estimation de l’étape 1 à la suite{|j |nk, k � 1} pour j entier relatif

fixé. Formellement nous obtiendrons
√∑N

k=1 |ak|2 log(2M|j |nN) comme normalisation
pour toutj �= 0. C’est la raison pourlaquelle il peut-être plus commode de considérer

la normalisation suivante
√∑N

k=1 |ak|2 log(2MnN) log(|j | + 3). Dans cette situation
nous obtenons de façon analogue à l’étape 1 (voir aussi le lemme dans la preuve du
théorème 6).

sup
j∈Z

Eε sup
t∈[−M,M]

∣∣∣∣∣ 1√∑N
k=1 |ak|2 log(2MnN) log(|j | + 3)

N∑
k=1

εkak exp(2iπt|j |nk)
∣∣∣∣∣<∞.

Ce qui termine la démonstration.✷
En appliquant le théorème 7 à la suite croissante de réelsnk = logk, avecak = 1 et

f (t)= e2πit , nous obtenonsle théorème 2, énoncé dans l’introduction.
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