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APPROXIMATION DES ENSEMBLESU-LIMITES DES
DIFFEOMORPHISMES PAR DES ORBITES PERIODIQUES

PAR MARIE-CLAUDE ARNAUD

RESUME. — Soit M une variété compactd) I'ensemble de ses difféomorphismes (éventuellement
symplectiques ou qui préservent une forme volume) de cl@$seOn montre qu'il existe urG's dense
G de D tel que sif € G, tout ensemble-limite de f est limite (pour la topologie de Hausdorff) d’une suite
d’orbites périodiques. On en déduit certaines conséquences concernant la structure des endenitess
De plus, nous définissons une nouvelle notion d’attracteurs et les décrivons précisément dans différents cas.
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ABSTRACT. — Let M be a compact manifold) the set of itsC'* -diffeomorphisms (possibly symplectic
or volume preserving). We prove that there exists a déhsg of D such that iff € G, everyw-limit set
of f is the limit (for the Hausdorff topology) of a sequence of periodic orbits. This has certain interesting
consequences concerning the structure ofuitHinit sets. Moreover, we define a new notion of attractors
and describe them precisely in different cases.
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1. Introduction

Dans I'étude des systémes dynamiques, les points périodiques ont toujours occupé une place
privilégiée. Leur avantage est qu’'a un point périodique on peut aisément associer un certain
nombre de quantités bien définies : multiplicateurs de Floquet (ou valeurs propres), espaces
propres, éventuellement variétés stable et instable. ... Ensuite, si une suite d’orbites périodiques
d’'un systéme dynamique fixé tend vers un ensemibld est parfois possible de déduire de ce
gu’on connait sur ces orbites périodiques certaines informations ghyperbolicité, existence
d’'une décomposition dominée.). C'estpourquoi nous allons dans notre article démontrer le
théoreme suivant, puis en tirer des conséquences sur les enseniibhéss :

THEOREME 1. — Soit M une variété compact®)iff' (M) I'ensemble des difféomophismes
de classe”! de M. Il existe unGs denseg deDiffl(M) tel que:

si f € G, pour toutz € M, il existe une suitéO,, ), cn d’orbites périodiques d¢ qui converge
pour la distance de Hausdorff vexgx, f).

Rappelons :

DEFINITION. — Si f € Diff* (M) etz € M, 'ensemblew-limite de = pour f, w(zx, f) est
'ensemble des valeurs d’adhérence de la dyfiter),,cn.

Dans le cas conservatif, un résultat analogue existew S3st une forme volume ou
symplectique sur une variét®/, Diff! (M) désignera I'ensemble des difféomorphismes de
classeC'! de M qui préservent. On a alors :
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174 M.-C. ARNAUD

THEOREME 2. — Soitw une forme volume ou symplectique d’'une variété compatidl
existe unGs denseg deDiff (1/) tel que sif € G, pourtoutz € M, il existe une suite d’orbites
périodiques O, )nen de f qui tend verso(z, f) pour la distance de Hausdorff.

Les résultats que nous venons d’énoncer sont intermédiaires entre le “closing lemma” (voir
[1] ou [16]), et des résultats qui permettent de fermer une orbite en approximant (en conservant
I'ordre dynamique) un de ses morceaux tels :

— les résultats de pistage pour les ensembles hyperboliques (voir [17]);

— les résultats comme le “ergodic closing lemma” valable pour un sous-ensemble de mesure

totale de points récurrents (voir [1] ou [12]) ou le lemme de fermeture d’orbite (voir [1] ou
[2]) valable pour unzs dense de I'ensemble des points récurrents.

En fait, nous ne regardons pas ici I'action desur les points (comme pour le “closing
lemma”) ou sur les mesures (comme pour le “ergodic closing lemma”), mais 'actignsde
les compacts, et plus particulierement on se demande si on peut approximer les “attracteurs” de
f par des orbites périodiques.

L'argument principal de la démonstration est le “connecting lemma”, annoncé sous la forme
générale utilisée ici par S. Hayashi dans [10] et dont on peut trouver une démonstration dans [3].

Dans le cas des surfaces, on en déduit aisément :

THEOREME 3. — SoitM une surface compacte. |l existe Gfj denseg deDiff* (M) tel que
sifeGetxe M:
— soitw(z, f) admet une décomposition dominée
— soitw(z, f) est limite(pour la distance de Hausdo)ft'une suite d’orbites périodiques
attractives ou répulsives
ou:

DEFINITION. — Soit f € Diff* (M), K un ensemble invariant paf et TMx=FE®F une
décomposition du fibré tangent dé restreint aK en deux sous-fibrés invariants padont la
fibre est de dimension constante non nulle. On dit que la décomposition est dominke &silir
existe N > 1 tel que :

Vre K DY@l D5 () 7 < 5

Signalons que dans la prépublication [6], C. Bonatti, L. Diaz et E. Pujals montrent le résultat
en toute dimension dans le cas ©(, f) est une classe homocline non triviale, ce que je ne
sais pas faire pous(z, f) quelconque. On pourrait penser utiliser le théoréme 1 et appliquer le
résultat de C. Bonatti, L. Diaz et E. Pujals aux classes homoclines des points périodiques ainsi
trouvés. Malheureusement, rien ne nous dit que ces classes homoclines ne sont pas triviales,
auquel cas [6] ne peut pas s'appliquer!

Citons alors le résultat suivant de R. Mafié dans le cas des surfaces compactes (VAif[12] (
désigne I'ensemble des points non errantsfile: “il existe un G5 denseR = R; U Ry de
Diff* (M) tel que :

— sif e Ry, Qf) est hyperbolique;

— Sif € Re, f aune infinité de puits ou de sources”.

Il peut étre affiné en adaptant juste la démonstration de R. Mafié en :

PROPOSITION 4. — Soit M une surface compacte. Il existe Gy denseg de Diff! (M) tel
quesifeGetxe M :
— soitw(z, f) est hyperbolique
— soit w(zx, f) contient la limite (pour la topologie de Hausdojffd’'une suite d’orbites
périodiques attractives ou répulsives.
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Malheureusement, je n'ai pas réussi a remplacer “contient” par “est”.

Signalons tout de méme gu’on ne sait pas si on n'aPas- () ; S. Newhouse montre dans
[14] que ce n'est pas le cas en topologié; C. Bonatti et L. Diaz ont montré aussi dans [7]
que ce n'est pas le cas en topologié quanddim M > 3, mais on ignore ce qui se passe en
topologieC' pour les surfaces.

Dans le cas conservatif (sans d’ailleurs utiliser le théoréme 2), on obtient le résultat suivant,
qui affine les résultats de [4] (mais est une conséquence de la démonstration contenue dans [4]) :

THEOREME 5. — Soit(M,w) une variété symplectique connexe et compacte de dimefision
Il existe unGs denseG de Diff’ (M) tel que sif € G etz € M, I'une des trois situations
suivantes se produit
() w(z, f) est hyperbolique
(i) f est partiellement hyperbolique su(z, f) ;
(iii) w(z, f) estinclus dans la limitépour la topologie de Hausdojffi’une suite d’orbites
périodiques complétement elliptiques.

DEFINITION. — Soitf € Diff] (M) ;
— soitp un point périodique d¢ de périoder. On dit quep est complétement elliptique si
toutes les valeurs propres d&f” (p) sont de module 1 et deux a deux distinctes;
— soit A une partie invariante paf. Elle est partiellement hyperbolique s’il existe une
décomposition
TM,=E'®E°®E"
telle que :
(@) dim E* =dim E* =1, dim B¢ = 2;
(b) il existeC' >0 et €]0,1][ tels que :

YoeE*, Vn >0, |Df" v|<CX"|v]l;
1
CA"
(€) 3N > 1,Vz € A, V(u,v,w) € (B*\{0}) x (E“\{0}) x (E*\{0}),

Vwe BY, Yn>0, |Df" w|> = lwll;

IDf™ (@) -l _ LIDfY(@) ol _ 1[DfN(z) - w]|
lull 72 el T4 ]

Maintenant, plutdt que de traiter le cas de tous les ensembliestes d’un difféomorphisme,
on peut s'intéresser a traiter seulement le cas de ceux qui sont des “attracteurs”. Plus précisément,
on aimerait savoir si on peut préciser les propriétés de certains ensemliteites, ceux-ci
étant choisis de telle sorte que la réunion de leurs bassins d’attraction recouvre “presque toute”
la variété. Ainsi, on aura une description précise de I'ensembimite de “presque tout” point
de M. Pour cela, commencons par rappeler le résultat de C. Morales et M.-J. Pacifico démontré
dans [13]:

“soit M une variété compacte, il existe @ dense deg de Diff* (M) tel que, pour tout
f € G, il existe unG; denseG; de M tel que : pour tout € G, w(z, f) est positivement stable
au sens de Liapounoff.”

ou:

DEFINITION. — Soit A une partie compacte non vide dé invariante parf € Diff' (M). A
est positivement stable au sens de Liapounoff si elle admet une base de voisirtatiegjue :
YU el, f(U)CU.
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Ce résultat s'étend sans difficulté au cas des difffomorphismes qui préservent une forme
volumew fixée sidim M > 3. Par contre, dans le cas des difffomorphismes symplectiques, je ne
sais pas si ce résultat est vrai (le probleme est qu'’il existe alors stablement des points périodiques
elliptiques, au voisinage desquels aucun analogue du “connecting lemma” n’est connu (voir [3]

a ce sujet)). Remarquons que dans le cas conservatif, un ensemble positivement stable au sens
de Liapounoff est aussi négativement stable au sens de Liapounoff; on dira donc dans ce cas
simplement “stable au sens de Liapounoff” (et alors il existe unelda=voisinages invariants :

YU €U, f(U)="U). On définit alors :

DEFINITION. — Une partie compacte non videde M est un attracteur au sens faible (A.S.F)
de f € Diff' (M) si :

— A est positivement stable au sens de Liapounoff;

— il existex € M tel queA = w(z, f).

Cette définition a plusieurs avantages : la donnée des A.S.F<d@ permet de donner les
ensembleg-limites de presque tout point dé (au sens de la catégorie de Baire) ; les A.S.F. sont
vraiment des attracteurs car ils ne “repoussent” aucune orbite (aucune orbite ne s’en éloigne) et
ils attirent vraiment au moins une orbite (si celle-ci est dans I'ensembiuaite, alors 'ensemble
w-limite est transitif) ; deux A.S.F. d’'un méme difféomorphisme sont soit disjoints, soit égaux ;
enfin, dans le cas conservatif, on ne peut améliorer cette définition d“attracteur”.

Les théorémes donnés précédemment peuvent alors étre précisés dans le cas des attracteurs a
sens faible :

THEOREME 6. — Soit M une surface compacte. Il existe Giy dense dej de Diff' (M) tel
gue pour toutf € G, tout A.S.F. est
— soit une classe homocline qui est un vrai attracteur hyperbolique
— soit contient la limite{pour la distance de Hausdoyffl'une suite d'orbites périodiques
hyperboliques répulsives ou attractives.

Alalumiéere durésultat de C. Morales et M.-J. Pacifico, cela nous permet de décrire 'ensemble
w-limite de presque tout point (au sens de la catégorie de Bair&j de

COROLLAIRE 7.— Soit M une surface compacte. Il existe Gy denseg deDiffl(M) tel
que pour toutf € G, il existe unG; denseG s de M tel que pour toutr € G :
— soitw(z, f) est une classe homocline qui est un vrai attracteur hyperbolique
— soitw(z, f) contient la limite d'une suite d’'orbites périodiques hyperboliques répulsives et
attractives.

Dans le cas symplectique, ona:

THEOREME 8. — Soit(M,w) une variété symplectique connexe et compacte de dimefision
Il existe unG's denseg deDiff! (M) tel que pour toutf € G, pour tout A.S.FA de f, alors fla
est transitif et 'une des trois situations suivantes se produit
(i) soit A= M et f est Anosoy
(ii) soit f est partiellement hyperbolique sur;
(iii) soit il existe une suite d'orbites périodiques complétement elliptiquesale tend vers
A (pour la distance de Hausdoyff

Mais dans ce cas, comme les résultats de C. Morales et M.-J. Pacifico ne s’appliquent pas, on
ne sait pas s'il existe un A.S.F.
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APPROXIMATION D'’ENSEMBLESw-LIMITES 177

Dans le cas (ii) du théoréme 8, on peut définir en chagaeA des variétés fortes stables et
instables (voir [8]), notée® ** et IW**. Alors, A étant stable au sens de Liapounoff, ona:

U (W@, fluw*(z, f)) = A.

T€EA

Donc A est laminé par ses variétés fortement stables et fortement instables; ce serait le cas
par exemple d’'un tore symplectiqug invariant normalement elliptique tel qug, serait
hyperbolique; il peut aussi bien sar arriver qie= M et quef soit donc transitif et partiellement
hyperbolique sur toute la variété (le fait qyiesoit partiellement hyperbolique s demeure
par perturbationg?, alors que siT” # M, je ne sais pas sI' normalement elliptique peut
persister par de telles perturbations). Remarquons aussi que le cas (iii) du théoreme (suite
d’'orbites périodiques complétement elliptiques tendant vers un ensemble invariant, mais pas
forcément stable au sens de Liapounoff) peut se produire au voisinage des tores K.AM
(voir [5]).

Dans le cas des diffeomorphismes qui préservent le volume, on obtient successivement :

THEOREME 9. — Soit M une variété compacte de dimension supérieure ou égalmanie
d’une forme volume. Il existe unG's denseg deDift} (M) tel que sif € G, tout A.S.F. def est
limite (pour la distance de Hausdo)ffi'une suite de classes homoclines non triviales d’orbites
périodiques.

(Remarquons que la classe homocline d’une orbite périodique est plus grosse que la classe
homocline du point périodique : c’est I'orbite de la classe homocline du point périodique.)

COROLLAIRE 10.— Soit M une variété compacte de dimension supérieure ou égale a
munie d’une forme volume. Il existe unG's denseg deDiff (M) tel que sif € G, il existe un
G5 denseG ¢ de M invariant par f qui s’écrit comme union disjointe

G=Ur

TeT

ou chaquel’ est compact, transitif, stable au sens de Liapounoff et lifpiteir la distance de
Hausdorfj d’une suite de classes homoclines d’orbites périodiques.

Les résultats contenus dans la prépublication [6] permettent alors d’affirmer :

COROLLAIRE 11.-— Soit M une variété compacte de dimension au mdmsunie d’'une
forme volumew. Il existe unG; denseG de Diff (M) tel que pour toutf € G, il existe un
ensemble contenant W¥; denseG ¢ de M invariant par f qui s’écrit comme union disjointe

Gi=Ur

TeT

ou chaquel’ est compact, transitif, stable au sens de Liapounoff &tsi7 :
— soitT admet une décomposition dominée
— soit dans tout voisinagé deT (pour la topologie de Hausdojfét pour tout voisinag® de
/. il existe dandJ une orbite périodiqué pour f etg € U tel queO est aussi périodique
pour g, avec tous ses multiplicateurs égaux a
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2. Démonstration desthéorémes1 et 2

Rappelons des notions détaillées dans [11] : étant donné un espace métrique cEmpact
I'ensemble de ses parties compactes non vides J60¥), muni de la distance de Hausdorff, est
un espace métrique compact. Une fonction définie sur un espace topoldg@waleurs dans
K(X) est:

— semi-continue supérieurement si quel que Boduvert deX, {x € Y; f(x) C U} est un

ouvert deY”;

— semi-continue inférieurement si quel que doibuvert deX, {z € Y; f(z) N U # ()} est

un ouvert dey".

Bien entendu,f est continue suly” si et seulement si elle y est a la fois semi-continue
supérieurement et inférieurement. De plus, fsiest semi-continue inférieurement sif,
I'ensemble des points de continuité dlecontient une intersection d’ouverts densesydeEn
particulier, siY” est un espace de Baire, 'ensemble des points de continuité de toute fonction
semi-continue suY” contient unG'y dense. On considére alors I'application suivante :

DEFINITION. — SoitM une variété compacte. On appeft¢’application définie subiff* (M),
a valeurs dan&’(K(M)), qui & toutf € Diff' (M) associe I'adhérence (daig M)) de I'en-
semble des orbites périodiques non dégénérégqdre orbite périodique est non dégénérée si
aucun de ses multiplicateurs de Floquet n’est égh).a

Du fait que siO est une orbite périodique non dégénéré¢ deexiste pour touy assez proche
de f une orbite périodique non dégénérée proche de la premiére pour la distance de Hausdorff,
on déduit :

PROPOSITION 12. — Pour toute variété compactd/, I'application P est semi-continue
inférieurement suDiff' (M). Il existe donc unG; denseP de Diff' (M) tel que tout point
deP est un point de continuité de.

En ce qui concerne les orbites périodiques non dégénérées, le résultat suivant est bien connu :
“Il existe un G's denseD de Diff' (M) tel que sif € D, toutes les orbites périodiques de

sont non dégénérées”.
Montrons alors :

PROPOSITION 13. — Soit M une variété compacte ¢te D. Soitx € M. Alors:
— soitw(z, f) est une orbite périodique
— soit I'ensemble des points non périodiques.de, /) est dense dans(z, f).

Remarquons que(z, f) peut étre dénombrable : il suffit de considérer un cycle de connexions
hétéroclines.

Démonstration de la proposition 13.Gommencgons par remarquer ;

LEMME 14.— Soit M une variété compacte, € Diffl(M), x € M. Alors si K| et Ky
sont deux parties compactes, invariantes et disjointes tellessquef) = K; U K5, forcément
K, = ? ou Ky = (.

Démonstration du lemme 14.Supposons qué’; et Ko soient deux telles parties et qu’elles
soient non vides. Considérons alors deux voisinages outgrtst U, de K; et K, tels
que : (U U f(U1)) N Uy = 0. Soit Ny > 1. CommeK; C w(z, f), il existe Ny > Ny tel
que fMz € U;. Comme K, C w(x, f), il existe Ny > N; tel que fN2z € Uy. Soit alors
N3 =inf{n > Ny, f"z ¢ Uy }. Alors, fNsx € f(Uy) donc N3z ¢ U,. On en déduit :

VNo>1,3IN >Ny, fNagU UUs.
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Ainsi, comme M est compactew(z, f) N (M\U; U Usz) # 0, ce qui contreditw(x, f) =
K UK. O

Démontrons maintenant la proposition 13. Spie D. Remarquons qu’alors I'ensemble
des points périodiques dg¢ est au plus dénombrable (céra alors un nombre fini de points
périodiques de chaque période). Soit aloks M, supposons que(z, f) ne soit pas une orbite
périodique.

Remarquons que i € w(z, f) est périodique, c’est forcément un point d’accumulation de
w(z, f). Sinon, siO(y) désigne l'orbite dey, on auraitw(z, f) = O(y) U (w(z, f)\O(y)),
chacun de ces ensembles étant compact, invariant et non vide, ce qui contredit le lemme 14.
Ainsi, siy est un point périodique de(z, f), Uy, = w(z, f)\{y} estun ouvertdense dgz, f).
Lintersection prise sur leg de w(x, f) qui sont périodiques donne alors @y dense de

w(z,f). O

Nous allons maintenant pouvoir montrer le théoréme 1 :

Démonstration du théoréme 1ResonsG = P N D; c'est un G5 dense deDiﬁ“l(M).
Considérons alorg € G. Soit z € M. On souhaite montrer qu’il existe une sui®,,),ecn
d’orbites périodiques d¢ qui converge pour la distance de Hausdorff vefs, f). Il suffit pour
cela de montrer que(z, f) € P(f). Commef € G, c’est un point de continuité de I'application
P, et il suffit donc de montrer :

PrROPOSITION 15. — Sous les hypothéses précédentes, pour tout voisitlage f dans
Diff* (M) et tout voisinagé/ dew(z, f) danskC(M) (pour la topologie de Hausdo)ffil existe
g € U qui admet une orbite périodique non dégénérée dans

Démonstration de la proposition 15.Remarquons déja que si(x, f) est une orbite
périodique, le résultat est évident en prenant tout simplemeny et w(x, f) comme orbite
périodique. On suppose donc quer, f) n'est pas une orbite périodique, et on considért U
comme dans I'’énoncé. Par la proposition 13, 'ensemble des points non périodiques dée
est dense dans(z, /). On peut donc trouver :

— W voisinage ouvert de(z, f) dansM ;

- p1,...,pN points non périodiques d¢ appartenant &(x, f) et V4,...,Vxy voisinages

ouverts depy, ..., py inclus dandV’ tels que : toute partie compacte deincluse dangV’
qui rencontre chaqug; est un élément d&'.

Chaquep; étant un point non périodique ¢& on peut lui appliquer le “connecting lemma”,
résultat annoncé par S. Hayashi (voir [10]), I'énoncé précis que nous utilisons étant le suivant,
donné et démontré dans [3] :

LEMME 16.— SoitM une variété compacte, e Diff' (M), po € M un point non périodique
de f. Soitl/ un voisinage dg en topologieC!. Alors il existe un entieV > 1 tel que, pour tout
V voisinage de,, il existeV’ voisinage dey, inclus dansV’ vérifiant:

si (p,q) € M? sont tels que

— nip, nign'estélémentde)oc,n; fM(V);

— il existen,,, n, entiers plus grands quetels quef™»p e V' et f~"aq e fN-1V’;
alorsil existeg € U égal af endehors déj,,, v, f™(V) ettel queg est sur I'orbite positive
dep sousg en transitant par/.

On utilisera de plus le complément suivant du lemme 16 qui, bien que non énoncé
formellement dans [3], y est démontré (dans la démonstration du lemme 16) :
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COMPLEMENT au lemme 16. -Avec les mémes notations que dans le lemme, I'orbitg de
joignantp a g est constituée exclusivement

— de points d¢J;,, <y, /" (V) ;

— de points ddp, fp,..., f"p};

— de points dd f "q, ..., f~1q,q}.

Ce complément n’est pas nouveau. Dans [10], S. Hayashi remarque que la construction
effectuée dans le lemme 16 “accélére” les deux bouts d’orbites considérés.
On applique alors le lemme 16 en,...,py pour l'ouvertY/, ce qui nous donne des
entiersmy,...,my. Soitm = max{mq,...,my} : on a les conclusions du lemme 16 pour
m enpy,...,pn. Si pour un coupléi, ;) il existe k € {1,...,m — 1} tel que f*p; = p,, on
convient de retirep; de la liste des points considérés et de dimindgde telle sorte que :
f¥V; C V;. Finalement, on obtient un enties > 1, des pointsyy, ..., gy (avec un nouvelV)
non périodiques de(z, f), des voisinages ouverts, ..., Vy deqi, ..., gy qui vérifient :
(I) les éléments d¢ f*V;;1 <i < N,0 <k <m — 1} sont deux & deux disjoints et inclus
dansW ;
(I m vérifie les conclusions du lemme 16 @n. .., qx pourl{ ; on associe a chaquié un
V! C V; al'aide de ce lemme;
(1) toute partie compacte deV/ incluse dansWW et qui rencontre chaqug’V; ol
j€{0,...,m—1}etie{l,...,N} appartient &.
Supposons dans un premier temps glg 2.
L'idée est maintenant la suivante : on va appliquer a un “bout” de I'orbite positiveadeun
point ¢; le lemme 16 et son complément, et fermer ce bout d’orbite. Ceci requiert un mode de
sélection dey;.
Commencgons par choisiry > 0 tel que :Vn > ng, f"z € W. Choisissons alorg,...,ny
plus grands que, tels que ¥j € {1,..., N}, f%a € V!, puis posons :

n* =sup{ni,...,ny}+ 1.
Par définition dev(z, f), il existe pour chaqug > n* unq > p tel que :
Vie{l,...,N},3Irep,ql, frzeVj

Choisissons un tel interval(p, ¢] de longueur minimale ; alors, il exisjg € {1, ..., N} tel que
fPx € Vj,. De plus, comme la longueur est minimale :

Vrep+l.q, frzgV.

On peut bien entendu supposer gide= 1. On considére alors; € [p,q| tel que f™z € V5.
On a alors :f™ax = f~(m=—m)(fmz) € V/ et commeq; € w(z, f), il exister, > 0 tel que
fr2(fmx) € V{. On peut alors appliquer le lemme 16 et son complément : il existé/, égal
a f en dehors dejogngmf1 f™(V1) tel que I'orbiteO de f™ 2 sousg est périodique et transite
parV;. De plus,O est exclusivement constituée :

— de points dd f"1z, fritle, ... fritr2a} C W

— de pointsdd f™z, ..., fta} CW;

— de points d&J,,,,,, 1 f" (V1) CW.
Aussi, O est incluse dang/.

De plus, comme la perturbatigit ! o ¢ effectuée def est a support dansoc,cpm1 [ (V1)
elle ne change pas le bout d’orb{tg?™"x, ..., fiz} de f™ x, doncO contient ce bout d’orbite.
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Or, cet ensemble rencont?®, ..., V. Aussi,O rencontre chaqué’V; pour0 < j <m —1 et

2 <1 < N. De plus,0 transite pai/;, donc rencontre chaquéV; pour0 < j <m — 1. Donc
finalement© € U. Faisant ensuite une petite perturbatiorygden peut ne pas changer I'orbite
périodique? et la rendre non dégénérée, ce qu’on voulait.

Dans le cas otV = 1, quitte & diminuef/;, on peut trouver’ € w(z, f)\ =" f*(V1),
point gu’on rajoute artificiellement a la suite (i@ = ¢’) ainsi qu’un voisinagé’, de ¢’ de
sorte que le (1) soit vérifié. On définit alors, [p, g] et jo comme précédemment. Deux cas se
présentent :

— soitjo = 1 : la démonstration précédente est valable;

— soitjo = 2. Dans ce cas, comme la longueur est minimale, orf&::€ V; ; on considére
alors le pointfPz, qui vérifie : friz = f~P=m)(fP(2)) € V{ et q1 € w(z, f). Comme
précédemment, on peut alors fermer 'orbite ffa: en faisant une perturbation a support
dansUKngN_1 f™(V1), et cette orbite rencontre chaqfi€V; pour0 < j <m — 1, d’ou
la conclusion. O

En ce qui concerne le théoréme 2, tous les résultats énoncés et démontrés ici sont valables
dans le cas conservatif, et donc le théoréme 2 se démontre exactement comme le théoréme 1.
Avant de passer aux démonstrations des autres résultats, j'aimerais faire la remarque suivante :

Remarque— On peut démontrer le théoréme 1 et le théoreme 2 sans utiliser le “connecting
lemma” si on remplace “pour tout € M” par “pour toutz € M tel quew(z, f) est transitif”.
Dans le cas conservatif, I'ensemble des telgjui contient I'ensemble des points récurrents,
contient unGs dense de volume total. L'argument qui remplace le “connecting lemma” est alors
une version raffinée du lemme de fermeture d’orbite que j'ai démontré dans [2] (voir aussi [1]).
Dans [2], on définissait :

si f € Diff' (M), e > 0 et siU est voisinage d¢ dansDiff* (M), alorsX(¢, U) est 'ensemble
desz € M tel gqu'il existeg € U ety € M vérifiant :

(i) y estun point périodique dg de période notée: ;

(i) Vie[0,m],d(g'y, fiz) <e.

En d'autres termes¥(e,U) est I'ensemble des points en lesquels on peut perturber le
difféomorphisme dan& (en topologieC! donc) de maniére a transformer I'orbite den une
orbite périodique-proche. ChaquE(e, U) est ouvert, donc I'ensembl(f) = X(¢,U), qui
s’écrit comme intersection dénombrable de tels ensembles (en utilisant une base dénombrable de
voisinages d¢f et une suitée,,) tendant vers 0) est ud; de M.

Le lemme de fermeture d’orbite démontré dans [2] dit B¢) est unGs dense de 'ensemble
R(f) des points récurrents dfe (R. Mafié avait démontré qu&f) est un ensemble de mesure
totale pour toute probabilité invariante p&) En recopiant la démonstration donnée dans [2], on
montre : “Soitf € Diff* (M), soitT un compact non vide d&/ invariant parf tel quef|r soit
transitif (i.e. 3z € T, T = w(x, f)). Alors (f) N T est unGs dense d&™ (en fait on montre
queX(f)NT estunGs-dense d&R(f) NT, qui est unGs-dense d€").

Onprendalors € TNX(f) tel quew(x, f) =T (untel point existe cafy € T,w(y, f) =T}
est unG,s dense del’), et on ferme par perturbation deun “long” morceau de son orbite :
cela permet d’approximéerF (pour la topologie de Hausdorff) par cette orbite périodique (que
I'on peut supposer non dégénérée) et donne un analogue de la proposition 15, dont on déduit le
résultat cherché comme dans la démonstration précédente du théoréme 1.
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3. Démonstration desthéorémes 3 et 5 et de la proposition 4

Démonstration du théoréme 3Neus avons trouvé en théoreme 1 un prentgr de
Diff' (M), que nous noterons ig,. Nous appellerong{ le G5 des éléments d®iff' (M)
dont tous les points périodiques sont hyperboliques. De plus, on peut considérer I'application
A:Diff (M) — K(K(M)) qui & un difféomorphismg associe 'adhérence (pour la topologie
de Hausdorff) de ses orbites hyperboliques attractives ou répulsives. Une telle orbite persistant
par perturbatiorC'?, I'application.A est semi-continue inférieurement et donc I'ensemble de ses
points de continuitég;, est unG;s dense deDiff! (M). On pose alorsg =Gy N HN Gy, eton
consideref € G etz € M. Supposons alors qu€z, f) n'ait pas de décomposition dominée. Un
résultat classique nous dit quelSiC M est une partie invariante pdrsur laquellef admet une
décomposition dominée, alofsadmet une décomposition dominée $tr On en déduit que
si (O, )nen €st une suite d’orbites périodiques (donnée par le théoreme f)qué converge
(pour la distance de Hausdorff) ves$z, f), alors pour toufV > 0 : f n’a pas de décomposition
dominée sutJ,,», yy On.

Supposons alors que(z, f) n'est pas limite (pour la topologie de Hausdorff) d’'une suite
d’orbites périodiques attractives ou répulsivesfdélors, commef est un point de continuité
de A:
(x) “il existe U voisinage dev(z, f) danskC(M) et voisinage def dansDiff' (M) tel que si
g €U, g n'a pas d’orbite périodique attractive ou répulsive d&lfis

Nous allons voir que ceci n’est pas possible. Choisissons a ceféffe0 tel que :vn > N,
O,€eU.

On sait qu'’il n’existe pas de décomposition dominée ppaurUn>N O, ; de plus comme
f € H et par définition dé/, les O,, sont toutes des orbites périodiques hyperboliques selles.
On note en chaquec K = U@N O, E, I'espace tangent a la varieté stablepdé, I'espace
tangent a la variété instable ge(ils sont tous deux de dimensidr); d’autre part, on notera
7(p) la période de pour f. On sait que la décompositidi & E* n’est pas dominée. Deux cas
peuvent se présenter :

— soit 'angle entre® et E* n’est pas minoré suk” par une constante non nulle ; alors, pour

touta > 0 il existep € K tel que :

L(E;,E;f) <

— soit cet angle est minoré shf par une constante strictement positive.
Premier cas On suppose donc que pour taut> 0 il existep € K tel que :

£(E3,EY) < a.

On utilise alors le lemme algébrique suivant :

LEMME 17.— Soit M € GL(2,R) ayant deux espaces propres différents d’angle inférieur

a «; alors il existes € [—1,1] tel que la matricg “*5*> ~ =52} \1 5 ses valeurs propres de
~ Sin s COS s«
méme module.

Ce lemme élémentaire est énoncé dans la prépublication [6] dans le déscddL (2, R).
Démontrons-le dans le cas nous intéressant.

Démonstration du lemme 17Gn suppose qué/ a deux valeurs propres de modules
différents (sinon le lemme est démontré); on ndig et F, les deux espaces propres
associés aux valeurs propres et Ay (avec|A;1| < |Az2]). On peut, quitte a conjuguer par une
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matrice orthogonale, supposer qué{:= [AO1 ;‘2]. La conditionZ(E1, E3) < a S’écrit alors :

0< % < tano. Onaalors:
M. — |cossa — sin s | Acossa  pcossa— Agsinsa
®7 Isinsa cossa " | A\isinsa psinsa+ Agcossa |

Deux cas se présentent alors :

— s0itA1.\2 > 0; on peut alors choisis € [—1, 1] tel quetan sa. =

% :onaalors:

(Trace My)? — 4det My = 4|A1|(|A1] cos® sa — [A2]) <0

donc les valeurs propres ne sont pas réelles, donc conjuguées, donc de méme module;

— S0itA1. A2 < 0. Alors on @ :0 < [2222] < |A222| < tana, donc il existes € [-1,1] tel
guetan sa = —%. On calcule alors TraceM, = 0 donc les deux valeurs propres de
M, sont opposées I'une de l'autre

Ce lemme permet, si on se place en coordonnées, de trouver une migricehe de celle de
l'identité telle que :

“R- Df™(")(p) a deux valeurs propres de méme module”.

Ainsi, quitte a modifietD f le long de I'orbite dey, on trouvey € U/ qui a une orbite périodique
attractive ou répulsive daris, ce qui était impossible.

Deuxieme cason suppose que l'angle entfef et E* est minoré par um > 0. On va alors
montrer qu’on peut faire des perturbationsfdaussi petites qu’on le veut (en topologié) de
facon a trouver/(E1, E») < «; on se sera alors ramené au premier cas.

On procéde alors exactement comme dans la prépublication [6], section 3. Comme celle-ci
n'est pas encore publiée, nous donnons ici I'argument.

Décrivons précisément la situation envisagée : en chagul’, en se plagant en coordonnées
(on recouvreX par un nombre fini de domaines de cartes telles que les applications définissant
ces cartes sont bornés ainsi que leurs applications réciproques en togolpgim noteM (p)
la matrice deD f (p), et siT est la période dg :

My (p) = M(p); Ma(p) =M (f(p)),...,Ms_1(p)=M(f"""p).

On obtient alors une famillé M (n)),en (n sert & numéroter les orbites périodiques) telle
que pour chaque, M(n) = (Mi(n),..., M, (n)) est unt(n)-uplet de matrice x 2 qui
vérifient :
1) il existe B tel que chaqué M (n)|| et chaque| My (n) || soient majorées pas ;
2) chaqueP(n) = M, (n) x --- x M,(1) a deux valeurs propres de modules différents
A1(n) etha(n) avec|Ai(n)] > 1> |A2(n)|;
3) si E1(n) et Ex(n) sont les sous-espaces propres associés aux valeurs pigprgset
A2(n) de P(n), alors pour chaque € {0,..., 7},

Z(Mi(n) x -+ x My(n)(E1(n)), Mi(n) x --- x My(n)(E2(n))) > a.
On convient de poset;(n, k) = Mi(n) x --- x Mi(n)(E;(n));
4) la décompositiotEz (n, k) & E1(n, k) n'est pas dominée.
Alors, quitte & conjuguer les{;(n) par des matrice),, ;, de normes ainsi que la norme de
leurs inverses uniformément majorées, on peut supposer que I'40glén, k), E>(n, k) = &
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et M;(n) = [*{" bi?n)]. On a donc pour chaque:

™(n) ™(n)

= H az(n) et AQ H b

Remarquons qu'il existe € ]0,1[ tel que :Vn € N, A1 (n)] = A7 et |Ay(n)] < A7
(sinon en remplacan; (n) parua;(n) oub;(n) par I(L") on obtient poutP(n) une matrice dont
les deux valeurs propres ont leurs modules situés d’'un méme c6té de 1, donc un attracteur ou un
répulseur).

De plus, comme les orbites sont hyperboliquks);, ., 7(n) = 400 (il 'y a qu’un nombre
fini d’orbites de périodes donnés). Enfin, comme la décomposition n'est pas dominée, pour
chaqueN > 1, il existen =n(N) e N et K = K(N) > N tels que (on prolonge de maniére
périodique la famille de matricés/;(n));) :

1 K

5 Hai(n)

=1

i=1

Effectuant la division euclidienne d€(n) parr(n), on peutécrire K (N) = q(N)7(n) +k(N).
On obtient alors :
k(N)

1 —27(n) q(N) g
5 F) T Jaa(n) H |bi(n
i=1

Si k() a une sous-suite bornée, comiiéN ) = q(N)7(n) + k(N), la sous-suite correspon-
dante pourg ne s’annule pas a partir d'un certain rang, et donc dans I'inégalité précédente le
terme de gauche tend ve#sx alors que le terme de droite est borné, ce qui est impossible.
Donc finalement la suiték(N)) yen tend verstoo.

En prenanfu € ]\, 1] assez proche dg&, on peut perturbeyf de telle sorte qu’on remplace
tous lesa; (n) para;(n) = p.a;(n) et tous les;(n) parb;(n) = biftn), ce qui donne des matrices
M;(n) et P(n). Remarquons qu’alors :

k(N)

k(N) k(N)
H’“ ‘_ E(N) H‘a <2M (N) H‘b — 9,,2(N) H‘Bi(")
=1 =1

On perturbe une derniére fois en remplagait,,) (n) par[, 1M (,)(n), et on obtient comme
nouvelle matrice (on ne change pas la notation) :

B 0 (V) -
P(n)— Hi:l ai(n) [1 t:| [H =1 U“Z( ) 0
N Sa(n 0 1 k(N) 7
0 Hk)(\JZV() b)( ) 0 [L=1 bi(n)
=1
donc
5 LV bi(n)
- A(n) thi(n I,
By |0 R
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Si 3 désigne I'angle entre les deux sous-espaces propres de cette matrice,on a:

(R (n) = M ()ITEY @i(n)
th (”)Hfgf) bi(n) .

tan 3 =

Or, comme on a pris soin de choigire |\, 1, on a :| Az (n)| < |A;(n)] et donc :
X2(n) = A ()| /| A (n)| <2

On obtient donc finalement| tan 3| < 2u%*(N) /|t|. Pourt fixé (petit pour que la perturbation
soit petite), on peut choisiVv assez grand pour qugN) soit grand, et donean(3) soit petit,
ce qui nous ramene au cas précédem.

Démonstration de la proposition 4.lei, on reprend pourG le méme G5 que dans
la démonstration du théoréme 3. On suppose fiue G, x € M et que f admet une
décomposition dominée sur(z, f) mais que celle-ci n’est pas hyperbolique. On nbte> F
cette décomposition dominée. On reprend la démonstration donnée par R. Mafié dans [12], dans
un cas assez simple puisglien £ = dim F' = 1. Supposons que la conclusion de la proposition
4 soit fausse : il existe alois voisinage dev(z, f) dansM et/ voisinage def dansDiff" (M)
tel que sig € U, g n'a aucune orbite périodique hyperbolique attractive ou répulsive 8ans
Aussi, il existel € 10, 1[ tel que : pour touy € U, pour touty € U périodique pouy (de période
notéer),ona:

| Dg™ (y) 1+ || < A7,
[Dg™" (y) || < A7

(sinon, si\ doit s’approcher de 1, on perturligg le long de I'orbite en%Dg (ou ADyg) et
on obtient un multiplicateur de Floquet de module 1, donc en reperturbant un attracteur ou un
répulseur).

Remarquons alors (comme R. Mafié) que si :

Vyew(z, f), lim |[Df*(y)e|= lim [|[Df"(y)r| =0,

n—-+oo n—-+oo

alors E @ F est hyperbolique. Aussi, il existg € w(z, f) et une suite(j,)nen Strictement
croissante d’entiers naturels telle que par exemple :

() lim —logHDf7” )‘EH>O

n—>+oo

Si §, désigne la mesure de Dirac en on peut supposer la convergence faible de la suite
de probab|I|tes( ZJ e Sk (y)JneN VErsu, qui est alors automatiquement invariante par
L'inégalité (1) |mpl|que alors que

/ log|| Df (p),]| du(p) > 0
w(z,f)

(remarquons gu’une décomposition dominée est toujours continueldoid f| || est conti-
nue).
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Le théoréme de Birkhoff implique alors que :

n—1

1 k
/ Jim = " log|| D (£*p) || dpa(p) > 0
, k=0
w(@,f)
Or, si X(f) désigne comme dans la remarque qui suivait la démonstration du théoreme 1
I'ensemble des points dont on peut refermer I'orbite en approximant un bout de I'orbite, on sait

que :u(E(f)Nw(z, f)) = 1: c’estle “ergodic closing lemma”. Aussiil existes X(f) Nw(z, f)
tel que :

1n—1
Jim =3 log|| D (f5y) 5| > 0
k=0

On choisit alors\g € ]\, 1[ et N > 0 tel que :

n—1

1
Vn > N, EZlogHDf(fky)‘EH > log Ag.

Supposons que soit périodique; alors, nécessairemeft, = E; (on a unicite de la
décomposition dominée si on connait sa dimension), et évidemment :

n—1

Jim —ZlogHDf (F9) ]l <0

Doncy n'est pas périodique. Aussi en utilisant le fait que (/) pour refermer son orbite, on
obtiendra des orbites périodiques de périodes de plus en plus longues. On trouye=dlotsl
gueg a une orbite périodique dabsde périoden > N, tel queg™y =y et :

A
e (Onemb [Dale"0) gl > DS (49)

(ceci vient du fait que I'orbite dg sousg peut étre choisie aussi proche qu’on le veut de I'orbite
dey sousf cary € X(f) et du fait quey peut étre choisi aussi'-proche def qu'on le veut).
Alors :

— 1
ZlogHDg gy ‘EH 5 (log Ao + log A)
™ =0

donc (rappelons qué est de dimension 1 donc toutes ses applications linéaires sont des
similitudes ; or, la norme d’un produit de similitudes et le produit de leurs normes) :

m—1
[T 129(5"9) sl = g™ @)isll = (VA0 - 2)™ > A"
k=0

ce qui contredit la définition d&. O

Remarque— Dans le cas ofi € G etw(z, f) est non hyperbolique et admet une décomposition
dominée, on trouve des orbites périodiques qui approchent un ensemble contenant le support
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d’'une mesure invariante, mais la méthode “ergodique”, ne permet pas d’appxdehé) tout
entier.

Démonstration du théoréme 5NemmonsH I'ensemble des difffomorphismes symplec-
tiques de class€'! dont les multiplicateurs de Floquet en chaque orbite périodique sont simples,
et G, 'ensemble des points de continuité de I'applicatiot: Diff. (M) — KC(K(M)) qui & f
associe I'adhérence dak¥ M) de I'ensemble de ses orbites périodiques complétement ellip-
tiques,A étant semi-continue inférieurement, I'ensem@leest unG;s dense deDiff}d(M). Soit
de plusg, I'ensemble des élémenfsdeDiff} (/) tels que pour toyp périodique hyperbolique
pour f, la classe homocline gecontientiV* (p, f) UW*(p, f) (i.e. 'ensemble des intersections
homoclines est dense dans la variété stable et la variété instgileAlers un résultat de Z. Xia
(cf [18]) implique queg, contient unG s dense ddiff. (1). Rappelons aussi le résultat suivant
de S. Newhouse (voir [15]) : “il existe ufi; denseGs deDiff} (M) tel que sif € Gs :

— soitf est Anosov;

— soit 'ensemble des points périodiques elliptiqueg dst dense dansl”

ou:

DEFINITION. — Soitf € Diff} (M), p un point périodique d¢ de périoder. On dit quep est
elliptique si les valeurs propres def™(p) sont simples et 'une de ces valeurs propres est de
modulel.

On pose alorg = G1 NG N Gs N'H et on considérg € G etz € M. Supposons que(z, f)
ne soit pas hyperbolique. Alorsn’est pas Anosov et commge Gs, I'ensembleg des points
périodiques elliptiques d¢ est dense dand/. Soit O C (M) I'ensemble des orbites des
éléments d€. Alors, commef est dense dan¥/, il existe une suite de points dequi converge
versz, donc la suite des orbites de ces points converge Hahs) vers K qui contientv(z, f).
Si cette suite a une infinité de termes qui sont complétement elliptiques, on a le résultat cherché.
Sinon, on peut s’arranger pour que chaque orbite de cette suite ait :

— deux multiplicateurs de Floquet de module

— un multiplicateur de Floquet de module strictement plus grand que

— un multiplicateur de Floquet de module strictement plus petitique

On note(O,,)en cette suite. Supposons alors gfi@e soit pas partiellement hyperbolique

surw(zx, f) et que la conclusion du théoréme 5 soit fausser; f) n’est pas inclus dans la limite
d’'une suite d’orbites périodiques complétement elliptiques. Corfimé€, A est continue erf

et donc il existe un voisinagé de f dansDiff} (M), un voisinagd/ dew(z, f) dansiC(M) tel
que : pour touly € U, il n'existe pas d'orbite périodique complétement elliptiqlele g dont
une partie®’ C O vérifie : O’ € U. Or, par construction dé0,,)en, il existe N > 0 tel que
pour toutn > N, il existe O), C O,, telle queO,, € U. De plus, si on applique la méthode mise
en place dans [4] a la suite d’orbite périodiqd®, ),.cn, On constate que :

— f n’est pas partiellement hyperbolique :{ng O,,, sinon elle le serait SLLrJn>N Oy,
donc suw(z, f);

— aussi on peut trouver € U ayant une orbite périodiqgue complétement elliptique proche
pour la distance de Hausdorff d'ud®, oun > N (ici on évite de recopier la démonstration
contenue dans [4]; le seul changement par rapport a ce qui avait été fait dans [4] est
gu’au lieu de considérer toutes les orbites périodiques elliptiques, on ne considéere que les
éléments d¢O,,;n > N} ; de plus, on utilise le fait que les orbites complétement elliptiques
construites dans [4] étaient proches des orbites elliptiques initiales (pour la distance de
Hausdorff), méme si la période pouvait &tre “multipliée”)\a
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4. Démonstration desrésultats concernant lesA.S.F.

Démonstration du théoréme 6Seit G, le G5 dense construit en proposition 4. Le “closing
lemma” nous dit qu'il existe urGs de Diff* (M) tel que sif € G, I'ensemble des points
périodiques d¢g est dense dans I'ensemble non erfaff) de f. De plus, les résultats contenus
dans [3] nous disent qu'il existe ufis densegG, de Diff' (M) tel que sif € G,, si p est un
point périodique hyperbolique dg, si g € M vérifie : pour tous voisinageg, et V, dep et
q respectivementJ, ., f"V, NV, # 0 alorsq € W*(O(p), f), la méme propriété étant vraie
pour f~1 (i.e. une propriété concernant les variétés stables des points périodicipdidest
aussi démontré dans [3] qu'il existe @y denseGs de Diff' (M) tel que sif € Gs, sip etq
sont deux points périodiques hyperboliquesfdels quedim W*"(p, f) > dim W*(q, f), alors
W (O(p, f), ) N W*(O(g, f), f) est dense dan&’*(O(p, f), f) N W*(O(q, f). f). On pose
G=GoNG1NGNG3N'H.

On considere alorg € G, et A = w(z, f) un A.S.F. def. CommeA est positivement stable
au sens de Liapounoff, si c’est une orbite périodique, c’est une orbite périodique attractive et on
a la conclusion du théoréme ; on suppose donc Aueest pas une orbite périodique. On sait
par la proposition 4 que sait est hyperbolique, soit il contient une limite d’orbites périodiques
répulsives et attractives. Supposons dusoit hyperbolique. Si la dimension de sa variété stable
(ou instable) es?, il est assez facile de voir qué est une seule orbite périodique et donc on est
dans le cas précédent. Chaque pgiatA admet donc une variété stablé®(y, f) et une variété
instable,W*(y, f) de dimensionl. CommeA est positivement stable au sens de Liapounoff
ona:

Vye A, Wy, f)C A

Aussi, A admet une structure de produit local (voir [17] pour toutes les notions reliées a
I'hyperbolicité). Or A, compact invariant, contient au moins un point non errant donc par le
lemme du pistage un point périodigueCommeA = w(x, f), on a pour touty, z) € A%, pour
tousV, voisinage dey, V, voisinage de: :

U vy nv. #£0.

n>=1

Ceci et le fait quef € G, impliquent que :

ACWs(O(p), f)NW«(O(p), f)

donc commef € Gs :

ACW(O(p), ) NW(O(p), f) = H(p, f).

Comme H (p, f) classe homocline dg est telle quef|y(, ) est transitif, et commel est
positivement stable au sens de Liapounoff:

H(p, f) C A.

Donc A = H(p, f) est bien une classe homocline hyperbolique. Cominest muni d’'une
structure de produit local, on sait qu’il existe un voisindgde A dansM tel que :

A=) (U);

nez
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commeA est positivement stable au sens de Liapounoff, on peut quitte a rédstaranger
pour quef(U) C U, et donc finalement :

A= ﬂ f™(U) est un vrai attracteur hyperbolique. O
n>=0

Le corollaire 7 est évident.

Démonstration du théoréme 8Appelonsg, le G5 dense deDiff’, (M) trouvé en théoréme
5. Soit alorsf € Gy et A un A.S.F. def. Comme A est stable au sens de Liapounoff, on a
r € A=w(z, f) doncf 4 esttransitif. Supposons quesoit hyperbolique. Comma est stable
au sens de Liapounoff,ona:

Vye A, Wy, f)UW"(y,f) C A

A adonc une structure de produit local et donc il existeoisinage ded tel que :

A=) ).

nez

D’un autre c6té A est stable au sens de Liapounoff donc on peut s’arranger poul’ cgest
invariant. Aussi :A =U, A= M. f est donc Anosov et commd = M est un ensemble
w-limite, f est transitif. Supposons alors que I'on soit dans le cas (iii) du théoréme 5. Alors il
existe une suite d’orbites périodiques complétement elliptiqug'scplee tend (pour la distance de
Hausdorff) versk’ > A. Mais commeA est stable au sens de Liapounoff, forcémért K. O

Démonstration du théoréme 9Nemmonsg, le G5 dense deDiff’, (M) trouvé a I'aide du
théoréme 2. Le résultat de Z. Xia démontré dans [18] nous dit qu'il exist8sudenseg,; de
Diff} (M) tel que pour toutf € Gy, pour toutp point périodique def, si H(O(p), f) = H
désigne la classe homocline de 'orbite;gden a :

H(O(p), f) =W(O(p), f) = W=(O(p), f)-

En particulier, sif € G = Gy N Gy, la classe homocline de tout point périodiquefdest non
triviale.

Soit alorsf € G et A un A.S.F. def. Par le théoréme 24 est limite d’orbites périodiques de
f, considérons les classes homoclines de ces orbites périodiques. Alors, cbesnstable au
sens de Liapounoff, elles aussi tendent vérs O

Démonstration du corollaire 10. AppelonsG, le G5 de Diff! (M) trouvé a l'aide du
théoréme 9¢; celui trouvé a I'aide du résultat de C. Morales et M.-J. Pacifico, et considérons
f € Go N Gy. Alors le résultat de C. Morales et M.-J. Pacifico permet de lui associer un
Gs denseG} de M. De plusR(f), ensemble des points récurrents fleest aussi unG;
dense deM. On pose Gy =, .z f"(G}) N R(f). Soit alorsz € G¢. Alors x € w(z, f).
Posons 7 = {w(z, f);z € Gr}. Les éléments d§ sont des compacts non vides transitifs,
stables au sens de Liapounoff et limite de classes homoclines d’orbites périodiques. Il faut juste
vérifier qu’on obtient une partition d&¢. Supposons donc que et y soient deux éléments
de Gy et quez € w(z, f) Nw(y, ). Alors, commew(y, f) est stable au sens de Liapounoff :

w(z, f) Cw(y, f). Doncw(z, f) =w(y, f). O
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Démonstration du corollaire 11. En fait c’est un simple corollaire du corollaire 10 et du
résultat concernant les classes homoclines des difféomorphismes préservant le volume démontrés
par C. Bonatti, L. Diaz et E. Pujals dans la prépublication [6]1
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