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APPROXIMATION DES ENSEMBLESω-LIMITES DES
DIFFÉOMORPHISMES PAR DES ORBITES PÉRIODIQUE

PAR MARIE-CLAUDE ARNAUD

RÉSUMÉ. – Soit M une variété compacte,D l’ensemble de ses difféomorphismes (éventuellem
symplectiques ou qui préservent une forme volume) de classeC1. On montre qu’il existe unGδ dense
G deD tel que sif ∈ G, tout ensembleω-limite def est limite (pour la topologie de Hausdorff) d’une su
d’orbites périodiques. On en déduit certaines conséquences concernant la structure des ensemblesω-limites.
De plus, nous définissons une nouvelle notion d’attracteurs et les décrivons précisément dans différ
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ABSTRACT. – LetM be a compact manifold,D the set of itsC1-diffeomorphisms (possibly symplect
or volume preserving). We prove that there exists a denseGδ G of D such that iff ∈ G, everyω-limit set
of f is the limit (for the Hausdorff topology) of a sequence of periodic orbits. This has certain inter
consequences concerning the structure of theω-limit sets. Moreover, we define a new notion of attract
and describe them precisely in different cases.
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1. Introduction

Dans l’étude des systèmes dynamiques, les points périodiques ont toujours occupé u
privilégiée. Leur avantage est qu’à un point périodique on peut aisément associer un
nombre de quantités bien définies : multiplicateurs de Floquet (ou valeurs propres), e
propres, éventuellement variétés stable et instable. . . . Ensuite, si une suite d’orbites péri
d’un système dynamique fixé tend vers un ensembleK , il est parfois possible de déduire de
qu’on connaît sur ces orbites périodiques certaines informations surK (hyperbolicité, existenc
d’une décomposition dominée. . . ). C’estpourquoi nous allons dans notre article démontre
théorème suivant, puis en tirer des conséquences sur les ensemblesω-limites :

THÉORÈME 1. – SoitM une variété compacte,Diff1(M) l’ensemble des difféomophism
de classeC1 deM . Il existe unGδ denseG deDiff1(M) tel que:

si f ∈ G, pour toutx∈M , il existe une suite(On)n∈N d’orbites périodiques def qui converge
pour la distance de Hausdorff versω(x, f).

Rappelons :

DÉFINITION. – Si f ∈ Diff1(M) et x ∈M , l’ensembleω-limite de x pour f , ω(x, f) est
l’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite(fnx)n∈N.

Dans le cas conservatif, un résultat analogue existe. Siω est une forme volume o
symplectique sur une variétéM , Diff1

ω(M) désignera l’ensemble des difféomorphismes
classeC1 deM qui préserventω. On a alors :
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174 M.-C. ARNAUD

THÉORÈME 2. – Soit ω une forme volume ou symplectique d’une variété compacteM . Il
existe unGδ denseG deDiff1

ω(M) tel que sif ∈ G, pour toutx∈M , il existe une suite d’orbites
périodiques(On)n∈N def qui tend versω(x, f) pour la distance de Hausdorff.
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Les résultats que nous venons d’énoncer sont intermédiaires entre le “closing lemma
[1] ou [16]), et des résultats qui permettent de fermer une orbite en approximant (en con
l’ordre dynamique) un de ses morceaux tels :

– les résultats de pistage pour les ensembles hyperboliques (voir [17]) ;
– les résultats comme le “ergodic closing lemma” valable pour un sous-ensemble de

totale de points récurrents (voir [1] ou [12]) ou le lemme de fermeture d’orbite (voir [1
[2]) valable pour unGδ dense de l’ensemble des points récurrents.

En fait, nous ne regardons pas ici l’action def sur les points (comme pour le “closin
lemma”) ou sur les mesures (comme pour le “ergodic closing lemma”), mais l’action def sur
les compacts, et plus particulièrement on se demande si on peut approximer les “attracte
f par des orbites périodiques.

L’argument principal de la démonstration est le “connecting lemma”, annoncé sous la
générale utilisée ici par S. Hayashi dans [10] et dont on peut trouver une démonstration d

Dans le cas des surfaces, on en déduit aisément :

THÉORÈME 3. – SoitM une surface compacte. Il existe unGδ denseG deDiff1(M) tel que
si f ∈ G etx∈M :

– soitω(x, f) admet une décomposition dominée;
– soitω(x, f) est limite(pour la distance de Hausdorff) d’une suite d’orbites périodique

attractives ou répulsives
où :

DÉFINITION. – Soitf ∈ Diff1(M), K un ensemble invariant parf et TM|K = E ⊕ F une
décomposition du fibré tangent deM restreint àK en deux sous-fibrés invariants parf dont la
fibre est de dimension constante non nulle. On dit que la décomposition est dominée (surK) s’il
existeN � 1 tel que :

∀x ∈K,
∥∥DfN (x)|E

∥∥ · ∥∥Df−N
(
fNx

)
|F

∥∥−1
<

1
2
.

Signalons que dans la prépublication [6], C. Bonatti, L. Diaz et E. Pujals montrent le ré
en toute dimension dans le cas oùω(x, f) est une classe homocline non triviale, ce que je
sais pas faire pourω(x, f) quelconque. On pourrait penser utiliser le théorème 1 et appliqu
résultat de C. Bonatti, L. Diaz et E. Pujals aux classes homoclines des points périodiqu
trouvés. Malheureusement, rien ne nous dit que ces classes homoclines ne sont pas
auquel cas [6] ne peut pas s’appliquer !

Citons alors le résultat suivant de R. Mañé dans le cas des surfaces compactes (voir [12Ω(f)
désigne l’ensemble des points non errants def )) : “il existe un Gδ denseR = R1 ∪ R2 de
Diff1(M) tel que :

– si f ∈R1, Ω(f) est hyperbolique;
– si f ∈R2, f a une infinité de puits ou de sources”.
Il peut être affiné en adaptant juste la démonstration de R. Mañé en :

PROPOSITION 4. – SoitM une surface compacte. Il existe unGδ denseG deDiff1(M) tel
que sif ∈ G etx ∈M :

– soitω(x, f) est hyperbolique;
– soit ω(x, f) contient la limite (pour la topologie de Hausdorff) d’une suite d’orbites

périodiques attractives ou répulsives.
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Malheureusement, je n’ai pas réussi à remplacer “contient” par “est”.
Signalons tout de même qu’on ne sait pas si on n’a pasR2 = ∅ ; S. Newhouse montre dans

[14] que ce n’est pas le cas en topologieC2 ; C. Bonatti et L. Diaz ont montré aussi dans [7]
en
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que ce n’est pas le cas en topologieC1 quanddimM � 3, mais on ignore ce qui se passe
topologieC1 pour les surfaces.

Dans le cas conservatif (sans d’ailleurs utiliser le théorème 2), on obtient le résultat s
qui affine les résultats de [4] (mais est une conséquence de la démonstration contenue d

THÉORÈME 5. – Soit(M,ω) une variété symplectique connexe et compacte de dimens4.
Il existe unGδ denseG de Diff1

ω(M) tel que sif ∈ G et x ∈ M , l’une des trois situation
suivantes se produit:

(i) ω(x, f) est hyperbolique;
(ii) f est partiellement hyperbolique surω(x, f) ;
(iii) ω(x, f) est inclus dans la limite(pour la topologie de Hausdorff) d’une suite d’orbites

périodiques complètement elliptiques.

DÉFINITION. – Soitf ∈Diff1
ω(M) ;

– soitp un point périodique def de périodeτ . On dit quep est complètement elliptique
toutes les valeurs propres deDf τ (p) sont de module 1 et deux à deux distinctes ;

– soit A une partie invariante parf . Elle est partiellement hyperbolique s’il existe u
décomposition

TM|A =Es ⊕Ec ⊕Eu

telle que :
(a) dimEs = dimEu = 1, dimEc = 2 ;
(b) il existeC > 0 etλ ∈ ]0,1[ tels que :

∀v ∈Es, ∀n � 0,
∥∥Dfn · v

∥∥ �Cλn‖v‖;

∀w ∈Eu, ∀n � 0,
∥∥Dfn ·w

∥∥ � 1
Cλn

‖w‖;

(c) ∃N � 1, ∀x ∈A, ∀(u, v,w) ∈ (Es\{0})× (Ec\{0})× (Eu\{0}),

‖DfN(x) · u‖
‖u‖ � 1

2
‖DfN(x) · v‖

‖v‖ � 1
4
‖DfN(x) ·w‖

‖w‖ .

Maintenant, plutôt que de traiter le cas de tous les ensemblesω-limites d’un difféomorphisme
on peut s’intéresser à traiter seulement le cas de ceux qui sont des “attracteurs”. Plus préc
on aimerait savoir si on peut préciser les propriétés de certains ensemblesω-limites, ceux-ci
étant choisis de telle sorte que la réunion de leurs bassins d’attraction recouvre “presqu
la variété. Ainsi, on aura une description précise de l’ensembleω-limite de “presque tout” poin
deM . Pour cela, commençons par rappeler le résultat de C. Morales et M.-J. Pacifico dé
dans [13] :

“soit M une variété compacte, il existe unGδ dense deG de Diff1(M) tel que, pour tou
f ∈ G, il existe unGδ denseGf deM tel que : pour toutx ∈Gf , ω(x, f) est positivement stabl
au sens de Liapounoff.”

où :

DÉFINITION. – SoitA une partie compacte non vide deM invariante parf ∈ Diff1(M). A
est positivement stable au sens de Liapounoff si elle admet une base de voisinagesU telle que :
∀U ∈ U , f(U)⊂ U .

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE
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Ce résultat s’étend sans difficulté au cas des difféomorphismes qui préservent une forme
volumeω fixée sidimM � 3. Par contre, dans le cas des difféomorphismes symplectiques, je ne
sais pas si ce résultat est vrai (le problème est qu’il existe alors stablement des points périodiques

voir [3]
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pas, on
elliptiques, au voisinage desquels aucun analogue du “connecting lemma” n’est connu (
à ce sujet)). Remarquons que dans le cas conservatif, un ensemble positivement stable
de Liapounoff est aussi négativement stable au sens de Liapounoff ; on dira donc dans
simplement “stable au sens de Liapounoff” (et alors il existe une baseU de voisinages invariants
∀U ∈ U , f(U) = U ). On définit alors :

DÉFINITION. – Une partie compacte non videA deM est un attracteur au sens faible (A.S
def ∈Diff1(M) si :

– A est positivement stable au sens de Liapounoff ;
– il existex∈M tel queA= ω(x, f).

Cette définition a plusieurs avantages : la donnée des A.S.F. def ∈ G permet de donner le
ensemblesω-limites de presque tout point deM (au sens de la catégorie de Baire) ; les A.S.F.
vraiment des attracteurs car ils ne “repoussent” aucune orbite (aucune orbite ne s’en élo
ils attirent vraiment au moins une orbite (si celle-ci est dans l’ensembleω-limite, alors l’ensemble
ω-limite est transitif) ; deux A.S.F. d’un même difféomorphisme sont soit disjoints, soit ég
enfin, dans le cas conservatif, on ne peut améliorer cette définition d’“attracteur”.

Les théorèmes donnés précédemment peuvent alors être précisés dans le cas des attr
sens faible :

THÉORÈME 6. – SoitM une surface compacte. Il existe unGδ dense deG deDiff1(M) tel
que pour toutf ∈ G, tout A.S.F. est:

– soit une classe homocline qui est un vrai attracteur hyperbolique;
– soit contient la limite(pour la distance de Hausdorff) d’une suite d’orbites périodique

hyperboliques répulsives ou attractives.

A la lumière du résultat de C. Morales et M.-J. Pacifico, cela nous permet de décrire l’ens
ω-limite de presque tout point (au sens de la catégorie de Baire) deM :

COROLLAIRE 7. – SoitM une surface compacte. Il existe unGδ denseG deDiff1(M) tel
que pour toutf ∈ G, il existe unGδ denseGf deM tel que pour toutx ∈Gf :

– soitω(x, f) est une classe homocline qui est un vrai attracteur hyperbolique;
– soitω(x, f) contient la limite d’une suite d’orbites périodiques hyperboliques répulsiv

attractives.

Dans le cas symplectique, on a :

THÉORÈME 8. – Soit(M,ω) une variété symplectique connexe et compacte de dimens4.
Il existe unGδ denseG deDiff1

ω(M) tel que pour toutf ∈ G, pour tout A.S.F.A def , alorsf|A
est transitif et l’une des trois situations suivantes se produit:

(i) soitA=M etf est Anosov;
(ii) soitf est partiellement hyperbolique surA ;
(iii) soit il existe une suite d’orbites périodiques complètement elliptiques def qui tend vers

A (pour la distance de Hausdorff).

Mais dans ce cas, comme les résultats de C. Morales et M.-J. Pacifico ne s’appliquent
ne sait pas s’il existe un A.S.F.
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Dans le cas (ii) du théorème 8, on peut définir en chaquex ∈A des variétés fortes stables et
instables (voir [8]), notéesW s,s etWu,u. Alors,A étant stable au sens de Liapounoff, on a :

t le cas

t

t
e (suite
ais pas
K.A.M

t :

ites

a classe

à

e

⋃
x∈A

(
W s,s(x, f)∪Wu,u(x, f)

)
=A.

Donc A est laminé par ses variétés fortement stables et fortement instables ; ce serai
par exemple d’un tore symplectiqueT invariant normalement elliptique tel quef|T serait
hyperbolique; il peut aussi bien sûr arriver queA=M et quef soit donc transitif et partiellemen
hyperbolique sur toute la variété (le fait quef soit partiellement hyperbolique surM demeure
par perturbationsC1, alors que siT �= M , je ne sais pas siT normalement elliptique peu
persister par de telles perturbations). Remarquons aussi que le cas (iii) du théorèm
d’orbites périodiques complètement elliptiques tendant vers un ensemble invariant, m
forcément stable au sens de Liapounoff) peut se produire au voisinage des tores
(voir [5]).

Dans le cas des difféomorphismes qui préservent le volume, on obtient successivemen

THÉORÈME 9. – SoitM une variété compacte de dimension supérieure ou égale à3 munie
d’une forme volumeω. Il existe unGδ denseG deDiff1

ω(M) tel que sif ∈ G, tout A.S.F. def est
limite (pour la distance de Hausdorff) d’une suite de classes homoclines non triviales d’orb
périodiques.

(Remarquons que la classe homocline d’une orbite périodique est plus grosse que l
homocline du point périodique : c’est l’orbite de la classe homocline du point périodique.)

COROLLAIRE 10. – Soit M une variété compacte de dimension supérieure ou égale3
munie d’une forme volumeω. Il existe unGδ denseG deDiff1

ω(M) tel que sif ∈ G, il existe un
Gδ denseGf deM invariant parf qui s’écrit comme union disjointe:

Gf =
⋃
T∈T

T

où chaqueT est compact, transitif, stable au sens de Liapounoff et limite(pour la distance de
Hausdorff) d’une suite de classes homoclines d’orbites périodiques.

Les résultats contenus dans la prépublication [6] permettent alors d’affirmer :

COROLLAIRE 11. – Soit M une variété compacte de dimension au moins3 munie d’une
forme volumeω. Il existe unGδ denseG de Diffω(M) tel que pour toutf ∈ G, il existe un
ensemble contenant unGδ denseGf deM invariant parf qui s’écrit comme union disjointe:

Gf =
⋃
T∈T

T

où chaqueT est compact, transitif, stable au sens de Liapounoff et siT ∈ T :
– soitT admet une décomposition dominée;
– soit dans tout voisinageU deT (pour la topologie de Hausdorff) et pour tout voisinageU de

f , il existe dansU une orbite périodiqueO pourf et g ∈ U tel queO est aussi périodiqu
pourg, avec tous ses multiplicateurs égaux à1.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE
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2. Démonstration des théorèmes 1 et 2

Rappelons des notions détaillées dans [11] : étant donné un espace métrique compactX ,
st

s

ue

nction

e si

e
usdorff,

e

connu :

xions

es
l’ensemble de ses parties compactes non vides, notéK(X), muni de la distance de Hausdorff, e
un espace métrique compact. Une fonction définie sur un espace topologiqueY à valeurs dan
K(X) est :

– semi-continue supérieurement si quel que soitU ouvert deX , {x ∈ Y ;f(x) ⊂ U} est un
ouvert deY ;

– semi-continue inférieurement si quel que soitU ouvert deX , {x ∈ Y ;f(x) ∩ U �= ∅} est
un ouvert deY .

Bien entendu,f est continue surY si et seulement si elle y est à la fois semi-contin
supérieurement et inférieurement. De plus, sif est semi-continue inférieurement surY ,
l’ensemble des points de continuité def contient une intersection d’ouverts denses deY . En
particulier, siY est un espace de Baire, l’ensemble des points de continuité de toute fo
semi-continue surY contient unGδ dense. On considère alors l’application suivante :

DÉFINITION. – SoitM une variété compacte. On appelleP l’application définie surDiff1(M),
à valeurs dansK(K(M)), qui à toutf ∈ Diff1(M) associe l’adhérence (dansK(M)) de l’en-
semble des orbites périodiques non dégénérées def (une orbite périodique est non dégénéré
aucun de ses multiplicateurs de Floquet n’est égal à1).

Du fait que siO est une orbite périodique non dégénérée def , il existe pour toutg assez proch
def une orbite périodique non dégénérée proche de la première pour la distance de Ha
on déduit :

PROPOSITION 12. – Pour toute variété compacteM , l’application P est semi-continu
inférieurement surDiff1(M). Il existe donc unGδ denseP de Diff1(M) tel que tout point
deP est un point de continuité deP .

En ce qui concerne les orbites périodiques non dégénérées, le résultat suivant est bien
“Il existe unGδ denseD deDiff1(M) tel que sif ∈ D, toutes les orbites périodiques def

sont non dégénérées”.
Montrons alors :

PROPOSITION 13. – SoitM une variété compacte etf ∈D. Soitx ∈M . Alors :
– soitω(x, f) est une orbite périodique;
– soit l’ensemble des points non périodiques deω(x, f) est dense dansω(x, f).

Remarquons queω(x, f) peut être dénombrable : il suffit de considérer un cycle de conne
hétéroclines.

Démonstration de la proposition 13. –Commençons par remarquer :

LEMME 14. – Soit M une variété compacte,f ∈ Diff1(M), x ∈ M . Alors si K1 et K2

sont deux parties compactes, invariantes et disjointes telles queω(x, f) =K1 ∪K2, forcément
K1 = ∅ ouK2 = ∅.

Démonstration du lemme 14. –Supposons queK1 etK2 soient deux telles parties et qu’ell
soient non vides. Considérons alors deux voisinages ouvertsU1 et U2 de K1 et K2 tels
que : (U1 ∪ f(U1)) ∩ U2 = ∅. Soit N0 � 1. CommeK1 ⊂ ω(x, f), il existe N1 � N0 tel
que fN1x ∈ U1. CommeK2 ⊂ ω(x, f), il existe N2 � N1 tel que fN2x ∈ U2. Soit alors
N3 = inf{n� N1, f

nx /∈ U1}. Alors,fN3x ∈ f(U1) doncfN3x /∈U2. On en déduit :

∀N0 � 1, ∃N � N0, fNx /∈ U1 ∪U2.

4e SÉRIE– TOME 36 – 2003 –N◦ 2
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Ainsi, commeM est compacte,ω(x, f) ∩ (M\U1 ∪ U2) �= ∅, ce qui contreditω(x, f) =
K1 ∪K2. ✷

le
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”,
uivant,

noncé
Démontrons maintenant la proposition 13. Soitf ∈ D. Remarquons qu’alors l’ensemb
des points périodiques def est au plus dénombrable (carf a alors un nombre fini de poin
périodiques de chaque période). Soit alorsx ∈M , supposons queω(x, f) ne soit pas une orbit
périodique.

Remarquons que siy ∈ ω(x, f) est périodique, c’est forcément un point d’accumulation
ω(x, f). Sinon, siO(y) désigne l’orbite dey, on auraitω(x, f) = O(y) ∪ (ω(x, f)\O(y)),
chacun de ces ensembles étant compact, invariant et non vide, ce qui contredit le lem
Ainsi, si y est un point périodique deω(x, f), Uy = ω(x, f)\{y} est un ouvert dense deω(x, f).
L’intersection prise sur lesy de ω(x, f) qui sont périodiques donne alors unGδ dense de
ω(x, f). ✷

Nous allons maintenant pouvoir montrer le théorème 1 :

Démonstration du théorème 1. –PosonsG = P ∩ D ; c’est un Gδ dense deDiff1(M).
Considérons alorsf ∈ G. Soit x ∈ M . On souhaite montrer qu’il existe une suite(On)n∈N

d’orbites périodiques def qui converge pour la distance de Hausdorff versω(x, f). Il suffit pour
cela de montrer queω(x, f) ∈ P (f). Commef ∈ G, c’est un point de continuité de l’applicatio
P , et il suffit donc de montrer :

PROPOSITION 15. – Sous les hypothèses précédentes, pour tout voisinageU de f dans
Diff1(M) et tout voisinageU deω(x, f) dansK(M) (pour la topologie de Hausdorff), il existe
g ∈ U qui admet une orbite périodique non dégénérée dansU .

Démonstration de la proposition 15. –Remarquons déjà que siω(x, f) est une orbite
périodique, le résultat est évident en prenant tout simplementg = f et ω(x, f) comme orbite
périodique. On suppose donc queω(x, f) n’est pas une orbite périodique, et on considèreU etU
comme dans l’énoncé. Par la proposition 13, l’ensemble des points non périodiques deω(x, f)
est dense dansω(x, f). On peut donc trouver :

– W voisinage ouvert deω(x, f) dansM ;
– p1, . . . , pN points non périodiques def appartenant àω(x, f) et V1, . . . , VN voisinages

ouverts dep1, . . . , pN inclus dansW tels que : toute partie compacte deM incluse dansW
qui rencontre chaqueVi est un élément deU .

Chaquepi étant un point non périodique def , on peut lui appliquer le “connecting lemma
résultat annoncé par S. Hayashi (voir [10]), l’énoncé précis que nous utilisons étant le s
donné et démontré dans [3] :

LEMME 16. – SoitM une variété compacte,f ∈Diff1(M), p0 ∈M un point non périodique
def . SoitU un voisinage def en topologieC1. Alors il existe un entierN � 1 tel que, pour tout
V voisinage dep0, il existeV ′ voisinage dep0 inclus dansV vérifiant:

si (p, q) ∈M2 sont tels que:
– ni p, ni q n’est élément de

⋃
0�n�N−1 f

n(V ) ;
– il existenp, nq entiers plus grands que1 tels quefnpp ∈ V ′ et f−nqq ∈ fN−1V ′ ;

alors il existeg ∈ U égal àf en dehors de
⋃

0�n�N−1 f
n(V ) et tel queq est sur l’orbite positive

dep sousg en transitant parV .

On utilisera de plus le complément suivant du lemme 16 qui, bien que non é
formellement dans [3], y est démontré (dans la démonstration du lemme 16) :

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE
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COMPLÉMENT au lemme 16. –Avec les mêmes notations que dans le lemme, l’orbite deg
joignantp à q est constituée exclusivement:

– de points de
⋃

0�n�N−1 f
n(V ) ;

truction

s
ur

:

s

de de

e

.

– de points de{p, fp, . . . , fnpp} ;
– de points de{f−nqq, . . . , f−1q, q}.

Ce complément n’est pas nouveau. Dans [10], S. Hayashi remarque que la cons
effectuée dans le lemme 16 “accélère” les deux bouts d’orbites considérés.

On applique alors le lemme 16 enp1, . . . , pN pour l’ouvert U , ce qui nous donne de
entiersm1, . . . ,mN . Soit m = max{m1, . . . ,mN} : on a les conclusions du lemme 16 po
m en p1, . . . , pN . Si pour un couple(i, j) il existe k ∈ {1, . . . ,m − 1} tel quefkpi = pj , on
convient de retirerpj de la liste des points considérés et de diminuerVi de telle sorte que
fkVi ⊂ Vj . Finalement, on obtient un entierm � 1, des pointsq1, . . . , qN (avec un nouvelN )
non périodiques deω(x, f), des voisinages ouvertsV1, . . . , VN deq1, . . . , qN qui vérifient :

(I) les éléments de{fkVi; 1 � i � N,0 � k � m− 1} sont deux à deux disjoints et inclu
dansW ;

(II) m vérifie les conclusions du lemme 16 enq1, . . . , qN pourU ; on associe à chaqueVi un
V ′
i ⊂ Vi à l’aide de ce lemme ;

(III) toute partie compacte deM incluse dansW et qui rencontre chaquef jVi où
j ∈ {0, . . . ,m− 1} et i ∈ {1, . . . ,N} appartient àU .

Supposons dans un premier temps queN � 2.
L’idée est maintenant la suivante : on va appliquer à un “bout” de l’orbite positive dex en un

point qi le lemme 16 et son complément, et fermer ce bout d’orbite. Ceci requiert un mo
sélection deqi.

Commençons par choisirn0 � 0 tel que :∀n � n0, fnx ∈W . Choisissons alorsn1, . . . , nN

plus grands quen0 tels que :∀j ∈ {1, . . . ,N} , fnjx ∈ V ′
j , puis posons :

n∗ = sup{n1, . . . , nN}+ 1.

Par définition deω(x, f), il existe pour chaquep � n∗ un q > p tel que :

∀j ∈ {1, . . . ,N},∃r ∈ [p, q], f rx ∈ Vj ;

Choisissons un tel intervalle[p, q] de longueur minimale ; alors, il existej0 ∈ {1, . . . ,N} tel que
fpx∈ Vj0 . De plus, comme la longueur est minimale :

∀r ∈ [p+1, q], f rx /∈ Vj0 .

On peut bien entendu supposer quej0 = 1. On considère alorsr1 ∈ [p, q] tel quef r1x ∈ V2.
On a alors :fn1x = f−(r1−n1)(f r1x) ∈ V ′

1 et commeq1 ∈ ω(x, f), il existe r2 � 0 tel que
f r2(f r1x) ∈ V ′

1 . On peut alors appliquer le lemme 16 et son complément : il existeg ∈ U , égal
à f en dehors de

⋃
0�n�m−1 f

n(V1) tel que l’orbiteO def r1x sousg est périodique et transit
parV1. De plus,O est exclusivement constituée :

– de points de{f r1x, f r1+1x, . . . , fr1+r2x} ⊂W ;
– de points de{fn1x, . . . , fr1x} ⊂W ;
– de points de

⋃
0�n�m−1 f

n(V1)⊂W .
Aussi,O est incluse dansW .

De plus, comme la perturbationf−1 ◦ g effectuée def est à support dans
⋃

0�n�m−1 f
n(V1),

elle ne change pas le bout d’orbite{fp+mx, . . . , f qx} def r1x, doncO contient ce bout d’orbite
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Or, cet ensemble rencontreV2, . . . , VN . Aussi,O rencontre chaquef jVi pour0 � j � m− 1 et
2 � i � N . De plus,O transite parV1, donc rencontre chaquef jV1 pour0 � j � m− 1. Donc
finalement,O ∈ U . Faisant ensuite une petite perturbation deg, on peut ne pas changer l’orbite

se

ort

valables
me 1.
uivante :

ecting

ts,
alors

si [1]).

er le

rable de

e
re
, on

:
que
éduit le
périodiqueO et la rendre non dégénérée, ce qu’on voulait.
Dans le cas oùN = 1, quitte à diminuerV1, on peut trouverq′ ∈ ω(x, f)\

⋃k=m
k=−m fk(V̄1),

point qu’on rajoute artificiellement à la suite (i.e.q2 = q′) ainsi qu’un voisinageV2 de q′ de
sorte que le (I) soit vérifié. On définit alorsn∗, [p, q] et j0 comme précédemment. Deux cas
présentent :

– soitj0 = 1 : la démonstration précédente est valable ;
– soit j0 = 2. Dans ce cas, comme la longueur est minimale, on a :f qx ∈ V1 ; on considère

alors le pointfpx, qui vérifie : fn1x = f−(p−n1)(fp(x)) ∈ V ′
1 et q1 ∈ ω(x, f). Comme

précédemment, on peut alors fermer l’orbite defpx en faisant une perturbation à supp
dans

⋃
1�n�N−1 f

n(V1), et cette orbite rencontre chaquef jV1 pour0 � j � m− 1, d’où
la conclusion. ✷

En ce qui concerne le théorème 2, tous les résultats énoncés et démontrés ici sont
dans le cas conservatif, et donc le théorème 2 se démontre exactement comme le théorè

Avant de passer aux démonstrations des autres résultats, j’aimerais faire la remarque s

Remarque. – On peut démontrer le théorème 1 et le théorème 2 sans utiliser le “conn
lemma” si on remplace “pour toutx ∈M ” par “pour toutx ∈M tel queω(x, f) est transitif”.
Dans le cas conservatif, l’ensemble des telsx, qui contient l’ensemble des points récurren
contient unGδ dense de volume total. L’argument qui remplace le “connecting lemma” est
une version raffinée du lemme de fermeture d’orbite que j’ai démontré dans [2] (voir aus
Dans [2], on définissait :

si f ∈Diff1(M), ε > 0 et siU est voisinage def dansDiff1(M), alorsΣ(ε,U) est l’ensemble
desx ∈M tel qu’il existeg ∈U ety ∈M vérifiant :

(i) y est un point périodique deg, de période notéem ;
(ii) ∀i ∈ [0,m], d(giy, f ix)< ε.

En d’autres termes,Σ(ε,U) est l’ensemble des points en lesquels on peut perturb
difféomorphisme dansU (en topologieC1 donc) de manière à transformer l’orbite dex en une
orbite périodiqueε-proche. ChaqueΣ(ε,U) est ouvert, donc l’ensembleΣ(f) =

⋂
Σ(ε,U), qui

s’écrit comme intersection dénombrable de tels ensembles (en utilisant une base dénomb
voisinages def et une suite(εn) tendant vers 0) est unGδ deM .

Le lemme de fermeture d’orbite démontré dans [2] dit queΣ(f) est unGδ dense de l’ensembl
R(f) des points récurrents def . (R. Mañé avait démontré queΣ(f) est un ensemble de mesu
totale pour toute probabilité invariante parf .) En recopiant la démonstration donnée dans [2]
montre : “Soitf ∈Diff1(M), soitT un compact non vide deM invariant parf tel quef|T soit
transitif (i.e.∃x ∈ T , T = ω(x, f)). Alors Σ(f) ∩ T est unGδ dense deT ” (en fait on montre
queΣ(f)∩ T est unGδ-dense deR(f)∩ T , qui est unGδ-dense deT ).

On prend alorsx ∈ T ∩Σ(f) tel queω(x, f) = T (un tel point existe car{y ∈ T,ω(y, f) = T }
est unGδ dense deT ), et on ferme par perturbation def un “long” morceau de son orbite
cela permet d’approximerT (pour la topologie de Hausdorff) par cette orbite périodique (
l’on peut supposer non dégénérée) et donne un analogue de la proposition 15, dont on d
résultat cherché comme dans la démonstration précédente du théorème 1.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



182 M.-C. ARNAUD

3. Démonstration des théorèmes 3 et 5 et de la proposition 4

Démonstration du théorème 3. –Nous avons trouvé en théorème 1 un premierGδ de

lication
ie
rsistant
ses

n

n

ite
é

lles.

a
as

ur

ieur
e

les
es
ne
Diff1(M), que nous noterons iciG0. Nous appelleronsH le Gδ des éléments deDiff1(M)
dont tous les points périodiques sont hyperboliques. De plus, on peut considérer l’app
A :Diff1(M)→K(K(M)) qui à un difféomorphismef associe l’adhérence (pour la topolog
de Hausdorff) de ses orbites hyperboliques attractives ou répulsives. Une telle orbite pe
par perturbationC1, l’applicationA est semi-continue inférieurement et donc l’ensemble de
points de continuité,G1, est unGδ dense deDiff1(M). On pose alors :G = G0 ∩H ∩ G1, et on
considèref ∈ G etx ∈M . Supposons alors queω(x, f) n’ait pas de décomposition dominée. U
résultat classique nous dit que siK ⊂M est une partie invariante parf sur laquellef admet une
décomposition dominée, alorsf admet une décomposition dominée surK. On en déduit que
si (On)n∈N est une suite d’orbites périodiques (donnée par le théorème 1) def qui converge
(pour la distance de Hausdorff) versω(x, f), alors pour toutN � 0 : f n’a pas de décompositio
dominée sur

⋃
n�N On.

Supposons alors queω(x, f) n’est pas limite (pour la topologie de Hausdorff) d’une su
d’orbites périodiques attractives ou répulsives def . Alors, commef est un point de continuit
deA :
(∗) “il existe U voisinage deω(x, f) dansK(M) etU voisinage def dansDiff1(M) tel que si
g ∈ U , g n’a pas d’orbite périodique attractive ou répulsive dansU ”.

Nous allons voir que ceci n’est pas possible. Choisissons à cet effetN � 0 tel que :∀n � N ,
On ∈ U .

On sait qu’il n’existe pas de décomposition dominée pourf sur
⋃

n�N On ; de plus comme
f ∈ H et par définition deU , lesOn sont toutes des orbites périodiques hyperboliques se
On note en chaquep ∈K =

⋃
n�N On Es

p l’espace tangent à la variété stable dep, Eu
p l’espace

tangent à la variété instable dep (ils sont tous deux de dimension1) ; d’autre part, on noter
τ(p) la période dep pourf . On sait que la décompositionEs⊕Eu n’est pas dominée. Deux c
peuvent se présenter :

– soit l’angle entreEs etEu n’est pas minoré surK par une constante non nulle ; alors, po
toutα > 0 il existep ∈K tel que :

∠
(
Es
p,E

u
p

)
<α;

– soit cet angle est minoré surK par une constanteα strictement positive.
Premier cas: On suppose donc que pour toutα> 0 il existep ∈K tel que :

∠
(
Es
p,E

u
p

)
<α.

On utilise alors le lemme algébrique suivant :

LEMME 17. – SoitM ∈ GL(2,R) ayant deux espaces propres différents d’angle infér
à α ; alors il existes ∈ [−1,1] tel que la matrice[ cossα − sin sα

sinsα cos sα ] ·M a ses valeurs propres d
même module.

Ce lemme élémentaire est énoncé dans la prépublication [6] dans le cas oùM ∈GL+(2,R).
Démontrons-le dans le cas nous intéressant.

Démonstration du lemme 17. –On suppose queM a deux valeurs propres de modu
différents (sinon le lemme est démontré) ; on noteE1 et E2 les deux espaces propr
associés aux valeurs propresλ1 et λ2 (avec|λ1| < |λ2|). On peut, quitte à conjuguer par u

4e SÉRIE– TOME 36 – 2003 –N◦ 2



APPROXIMATION D’ENSEMBLESω-LIMITES 183

matrice orthogonale, supposer que :M = [ λ1 µ
0 λ2

]. La condition∠(E1,E2) < α s’écrit alors :

0< |λ1−λ2|
|µ| < tanα. On a alors :

ule ;

de

e

e

celle-ci

es
issant

elle

nts

de
Ms =
[
cossα − sinsα
sin sα cossα

]
·M =

[
λ1 cossα µ cossα− λ2 sin sα
λ1 sinsα µ sinsα+ λ2 cossα

]
.

Deux cas se présentent alors :
– soitλ1.λ2 > 0 ; on peut alors choisirs ∈ [−1,1] tel quetansα= λ1−λ2

µ ; on a alors :

(TraceMs)2 − 4detMs = 4|λ1|
(
|λ1| cos2 sα− |λ2|

)
< 0

donc les valeurs propres ne sont pas réelles, donc conjuguées, donc de même mod
– soitλ1.λ2 < 0. Alors on a :0 < |λ1+λ2

µ | < |λ1−λ2
µ | < tanα, donc il existes ∈ [−1,1] tel

quetansα = −λ1+λ2
µ . On calcule alors :TraceMs = 0 donc les deux valeurs propres

Ms sont opposées l’une de l’autre.✷
Ce lemme permet, si on se place en coordonnées, de trouver une matriceR proche de celle d

l’identité telle que :
“R ·Df τ(p)(p) a deux valeurs propres de même module”.
Ainsi, quitte à modifierDf le long de l’orbite dep, on trouveg ∈ U qui a une orbite périodiqu

attractive ou répulsive dansU , ce qui était impossible.
Deuxième cas: on suppose que l’angle entreEs etEu est minoré par unα > 0. On va alors

montrer qu’on peut faire des perturbations def aussi petites qu’on le veut (en topologieC1) de
façon à trouver∠(E1,E2)<α ; on se sera alors ramené au premier cas.

On procède alors exactement comme dans la prépublication [6], section 3. Comme
n’est pas encore publiée, nous donnons ici l’argument.

Décrivons précisément la situation envisagée : en chaquep ∈K , en se plaçant en coordonné
(on recouvreK par un nombre fini de domaines de cartes telles que les applications défin
ces cartes sont bornés ainsi que leurs applications réciproques en topologieC1), on noteM(p)
la matrice deDf(p), et siτ est la période dep :

M1(p) =M(p); M2(p) =M
(
f(p)

)
, . . . ,Mτ−1(p) =M

(
f τ−1p

)
.

On obtient alors une famille(M(n))n∈N (n sert à numéroter les orbites périodiques) t
que pour chaquen,M(n) = (M1(n), . . . ,Mτ(n)(n)) est unτ(n)-uplet de matrices2 × 2 qui
vérifient :

1) il existeB tel que chaque‖Mk(n)‖ et chaque‖Mk(n)−1‖ soient majorées parB ;
2) chaqueP (n) = Mτ(n)(n) × · · · ×Mn(1) a deux valeurs propres de modules différe

λ1(n) etλ2(n) avec|λ1(n)|> 1> |λ2(n)| ;
3) si E1(n) et E2(n) sont les sous-espaces propres associés aux valeurs propresλ1(n) et

λ2(n) deP (n), alors pour chaquek ∈ {0, . . . , τ},

∠
(
Mk(n)× · · · ×M1(n)

(
E1(n)

)
,Mk(n)× · · · ×M1(n)

(
E2(n)

))
>α.

On convient de poserEi(n,k) =Mk(n)× · · · ×M1(n)(Ei(n)) ;
4) la décompositionE2(n,k)⊕E1(n,k) n’est pas dominée.
Alors, quitte à conjuguer lesMk(n) par des matricesQn,k de normes ainsi que la norme

leurs inverses uniformément majorées, on peut supposer que l’angle∠(E1(n,k),E2(n,k)) = π
2
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etMi(n) = [ ai(n) 0
0 bi(n) ]. On a donc pour chaquen :

τ(n) τ(n)

t
ur ou un

, pour
re

n-
nte le
ible.

e
s

e

λ1(n) =
∏
i=1

ai(n) et λ2(n) =
∏
i=1

bi(n).

Remarquons qu’il existeλ ∈ ]0,1[ tel que :∀n ∈ N, |λ1(n)| � λ−τ(n) et |λ2(n)| � λτ(n)

(sinon en remplaçantai(n) parµai(n) oubi(n) par bi(n)
µ on obtient pourP (n) une matrice don

les deux valeurs propres ont leurs modules situés d’un même côté de 1, donc un attracte
répulseur).

De plus, comme les orbites sont hyperboliques :limn→∞ τ(n) =+∞ (il n’y a qu’un nombre
fini d’orbites de périodes donnés). Enfin, comme la décomposition n’est pas dominée
chaqueN � 1, il existen = n(N) ∈N et K = K(N) � N tels que (on prolonge de maniè
périodique la famille de matrices(Mi(n))i) :

1
2

∣∣∣∣∣
K∏
i=1

ai(n)

∣∣∣∣∣ �
∣∣∣∣∣
K∏
i=1

bi(n)

∣∣∣∣∣.
Effectuant la division euclidienne deK(n) parτ(n), on peut écrire :K(N) = q(N)τ(n)+k(N).
On obtient alors :

1
2
(
λ−2τ(n)

)q(N)
k(N)∏
i=1

∣∣ai(n)∣∣ �
k(N)∏
i=1

∣∣bi(n)∣∣.
Si k(N) a une sous-suite bornée, commeK(N) = q(N)τ(n) + k(N), la sous-suite correspo
dante pourq ne s’annule pas à partir d’un certain rang, et donc dans l’inégalité précéde
terme de gauche tend vers+∞ alors que le terme de droite est borné, ce qui est imposs
Donc finalement la suite(k(N))N∈N tend vers+∞.

En prenantµ ∈ ]λ,1[ assez proche de1, on peut perturberf de telle sorte qu’on remplac
tous lesai(n) parãi(n) = µ.ai(n) et tous lesbi(n) par b̃i(n) =

bi(n)
µ , ce qui donne des matrice

M̃i(n) et P̃ (n). Remarquons qu’alors :

k(N)∏
i=1

∣∣ãi(n)∣∣ = µk(N)

k(N)∏
i=1

∣∣ai(n)∣∣ � 2µk(N)

k(N)∏
i=1

∣∣bi(n)∣∣ = 2µ2k(N)

k(N)∏
i=1

∣∣b̃i(n)∣∣.
On perturbe une dernière fois en remplaçantM̃k(n)(n) par[ 1 t

0 1 ]M̃k(n)(n), et on obtient comm
nouvelle matrice (on ne change pas la notation) :

P̃ (n) =




λ̃1(n)∏
k(N)

i=1
ãi(n)

0

0 λ̃2(n)∏
k(N)

i=1
b̃i(n)


[

1 t
0 1

][∏k(N)
i=1 ãi(n) 0

0
∏k(N)

i=1 b̃i(n)

]

donc

P̃ (n) =


 λ̃1(n) tλ̃1(n)

∏
k(N)

i=1
b̃i(n)∏

k(N)

i=1
ãi(n)

0 λ̃2(n)


 .
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Si β désigne l’angle entre les deux sous-espaces propres de cette matrice, on a :

(λ̃2(n)− λ̃1(n))
∏k(N)

ãi(n)

n

2], dans
tion

s

r ou un

uite
r

tanβ = i=1

tλ̃1(n)
∏k(N)

i=1 b̃i(n)
.

Or, comme on a pris soin de choisirµ ∈ ]λ,1[, on a :|λ̃2(n)|� |λ̃1(n)] et donc :

∣∣λ̃2(n)− λ̃1(n)
∣∣/∣∣λ̃1(n)

∣∣ � 2.

On obtient donc finalement :| tanβ|� 2µ2k(N)/|t|. Pourt fixé (petit pour que la perturbatio
soit petite), on peut choisirN assez grand pour quek(N) soit grand, et donctan(β) soit petit,
ce qui nous ramène au cas précédent.✷

Démonstration de la proposition 4. –Ici, on reprend pourG le même Gδ que dans
la démonstration du théorème 3. On suppose quef ∈ G, x ∈ M et que f admet une
décomposition dominée surω(x, f) mais que celle-ci n’est pas hyperbolique. On noteE ⊕ F
cette décomposition dominée. On reprend la démonstration donnée par R. Mañé dans [1
un cas assez simple puisquedimE =dimF = 1. Supposons que la conclusion de la proposi
4 soit fausse : il existe alorsU voisinage deω(x, f) dansM etU voisinage def dansDiff1(M)
tel que sig ∈ U , g n’a aucune orbite périodique hyperbolique attractive ou répulsive danU .
Aussi, il existeλ ∈ ]0,1[ tel que : pour toutg ∈ U , pour touty ∈U périodique pourg (de période
notéeτ ), on a : ∥∥Dgτ (y)|Es

∥∥< λτ ,∥∥Dg−τ (y)|Eu

∥∥< λτ

(sinon, siλ doit s’approcher de 1, on perturbeDg le long de l’orbite en1
λDg (ou λDg) et

on obtient un multiplicateur de Floquet de module 1, donc en reperturbant un attracteu
répulseur).

Remarquons alors (comme R. Mañé) que si :

∀y ∈ ω(x, f), lim
n→+∞

∥∥Dfn(y)|E
∥∥ = lim

n→+∞

∥∥Df−n(y)|F
∥∥ = 0,

alorsE ⊕ F est hyperbolique. Aussi, il existey ∈ ω(x, f) et une suite(jn)n∈N strictement
croissante d’entiers naturels telle que par exemple :

lim
n→+∞

1
jn

log
∥∥Df jn(y)|E

∥∥ � 0.(I)

Si δz désigne la mesure de Dirac enz, on peut supposer la convergence faible de la s
de probabilités( 1

jn

∑jn−1
k=0 δfk(y))n∈N versµ, qui est alors automatiquement invariante paf .

L’inégalité (I) implique alors que :

∫
ω(x,f)

log
∥∥Df(p)|E

∥∥dµ(p) � 0

(remarquons qu’une décomposition dominée est toujours continue donclog‖Df|E‖ est conti-
nue).
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Le théorème de Birkhoff implique alors que :

∫
1 n−1∑ ∥ ∥

ème 1
n sait

n

bite

t des

tion
support
ω(x,f)

lim
n→∞ n

k=0

log∥Df(fkp)|E∥dµ(p) � 0.

Or, si Σ(f) désigne comme dans la remarque qui suivait la démonstration du théor
l’ensemble des points dont on peut refermer l’orbite en approximant un bout de l’orbite, o
que :µ(Σ(f)∩ω(x, f)) = 1 : c’est le “ergodic closing lemma”. Aussi il existey ∈Σ(f)∩ω(x, f)
tel que :

lim
n→∞

1
n

n−1∑
k=0

log
∥∥Df

(
fky

)
|E

∥∥ � 0.

On choisit alorsλ0 ∈ ]λ,1[ etN � 0 tel que :

∀n � N,
1
n

n−1∑
k=0

log
∥∥Df

(
fky

)
|E

∥∥ � logλ0.

Supposons quey soit périodique ; alors, nécessairement,Ey = Es
y (on a unicité de la

décomposition dominée si on connaît sa dimension), et évidemment :

lim
n→∞

1
n

n−1∑
k=0

log
∥∥Df

(
fky

)
|E

∥∥< 0.

Doncy n’est pas périodique. Aussi en utilisant le fait quey ∈Σ(f) pour refermer son orbite, o
obtiendra des orbites périodiques de périodes de plus en plus longues. On trouve alorsg ∈ U tel
queg a une orbite périodique dansU de périodem � N , tel quegmy = y et :

∀k ∈ {0, . . . ,m},
∥∥Dg

(
gky

)
|E

∥∥>

√
λ

λ0

∥∥Df
(
fky

)
|E

∥∥
(ceci vient du fait que l’orbite dey sousg peut être choisie aussi proche qu’on le veut de l’or
dey sousf cary ∈Σ(f) et du fait queg peut être choisi aussiC1-proche def qu’on le veut).

Alors :

1
m

m−1∑
k=0

log
∥∥Dg

(
gky

)
|E

∥∥ � 1
2
(logλ0 + logλ)

donc (rappelons queE est de dimension 1 donc toutes ses applications linéaires son
similitudes ; or, la norme d’un produit de similitudes et le produit de leurs normes) :

m−1∏
k=0

∥∥Dg
(
gky

)
|E

∥∥ =
∥∥Dgm(y)|E

∥∥ �
(√

λ0 · λ
)m

> λm

ce qui contredit la définition deλ. ✷
Remarque. – Dans le cas oùf ∈ G etω(x, f) est non hyperbolique et admet une décomposi

dominée, on trouve des orbites périodiques qui approchent un ensemble contenant le
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d’une mesure invariante, mais la méthode “ergodique”, ne permet pas d’approcherω(x, f) tout
entier.

c-
ples,

ellip-

e
ns

nt

t de

s

herché.

ue
e

ise

che
on
[4] est
que les
ues

nce de
Démonstration du théorème 5. –NommonsH l’ensemble des difféomorphismes symple
tiques de classeC1 dont les multiplicateurs de Floquet en chaque orbite périodique sont sim
et G1 l’ensemble des points de continuité de l’applicationA :Diff1

ω(M)→K(K(M)) qui àf
associe l’adhérence dansK(M) de l’ensemble de ses orbites périodiques complètement
tiques,A étant semi-continue inférieurement, l’ensembleG1 est unGδ dense deDiff1

ω(M). Soit
de plusG2 l’ensemble des élémentsf deDiff1

ω(M) tels que pour toutp périodique hyperboliqu
pourf , la classe homocline dep contientW s(p, f)∪Wu(p, f) (i.e. l’ensemble des intersectio
homoclines est dense dans la variété stable et la variété instable dep). Alors un résultat de Z. Xia
(cf [18]) implique queG2 contient unGδ dense deDiff1

ω(M). Rappelons aussi le résultat suiva
de S. Newhouse (voir [15]) : “il existe unGδ denseG3 deDiff1

ω(M) tel que sif ∈ G3 :
– soitf est Anosov ;
– soit l’ensemble des points périodiques elliptiques def est dense dansM ”

où :

DÉFINITION. – Soitf ∈Diff1
ω(M), p un point périodique def de périodeτ . On dit quep est

elliptique si les valeurs propres deDf τ (p) sont simples et l’une de ces valeurs propres es
module1.

On pose alorsG = G1 ∩G2 ∩G3 ∩H et on considèref ∈ G etx ∈M . Supposons queω(x, f)
ne soit pas hyperbolique. Alorsf n’est pas Anosov et commef ∈ G3, l’ensembleE des points
périodiques elliptiques def est dense dansM . Soit O ⊂ K(M) l’ensemble des orbites de
éléments deE . Alors, commeE est dense dansM , il existe une suite de points deE qui converge
versx, donc la suite des orbites de ces points converge dansK(M) versK qui contientω(x, f).
Si cette suite a une infinité de termes qui sont complètement elliptiques, on a le résultat c
Sinon, on peut s’arranger pour que chaque orbite de cette suite ait :

– deux multiplicateurs de Floquet de module1 ;
– un multiplicateur de Floquet de module strictement plus grand que1 ;
– un multiplicateur de Floquet de module strictement plus petit que1.
On note(On)n∈N cette suite. Supposons alors quef ne soit pas partiellement hyperboliq

surω(x, f) et que la conclusion du théorème 5 soit fausse :ω(x, f) n’est pas inclus dans la limit
d’une suite d’orbites périodiques complètement elliptiques. Commef ∈ G1,A est continue enf
et donc il existe un voisinageU def dansDiff1

ω(M), un voisinageU deω(x, f) dansK(M) tel
que : pour toutg ∈ U , il n’existe pas d’orbite périodique complètement elliptiqueO de g dont
une partieO′ ⊂ O vérifie :O′ ∈ U . Or, par construction de(On)n∈N, il existeN � 0 tel que
pour toutn � N , il existeO′

n ⊂On telle queO′
n ∈ U . De plus, si on applique la méthode m

en place dans [4] à la suite d’orbite périodique(On)n∈N, on constate que :
– f n’est pas partiellement hyperbolique sur

⋃
n�N On, sinon elle le serait sur

⋃
n�N On,

donc surω(x, f) ;
– aussi on peut trouverg ∈ U ayant une orbite périodique complètement elliptique pro

pour la distance de Hausdorff d’uneOn oùn � N (ici on évite de recopier la démonstrati
contenue dans [4] ; le seul changement par rapport à ce qui avait été fait dans
qu’au lieu de considérer toutes les orbites périodiques elliptiques, on ne considère
éléments de{On;n �N} ; de plus, on utilise le fait que les orbites complètement elliptiq
construites dans [4] étaient proches des orbites elliptiques initiales (pour la dista
Hausdorff), même si la période pouvait être “multipliée”).✷
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4. Démonstration des résultats concernant les A.S.F.

Démonstration du théorème 6. –Soit G0 le Gδ dense construit en proposition 4. Le “closing
s
us

ie

e
e et on
ait
ues
ble
est

noff

es à
ar le
lemma” nous dit qu’il existe unGδ de Diff1(M) tel que sif ∈ G1, l’ensemble des point
périodiques def est dense dans l’ensemble non errantΩ(f) def . De plus, les résultats conten
dans [3] nous disent qu’il existe unGδ denseG2 de Diff1(M) tel que sif ∈ G2, si p est un
point périodique hyperbolique def , si q ∈M vérifie : pour tous voisinagesVp et Vq de p et
q respectivement,

⋃
n�1 f

nVp ∩ Vq �= ∅ alorsq ∈Wu(O(p), f), la même propriété étant vra
pourf−1 (i.e. une propriété concernant les variétés stables des points périodiques def ). Il est
aussi démontré dans [3] qu’il existe unGδ denseG3 deDiff1(M) tel que sif ∈ G3, si p et q
sont deux points périodiques hyperboliques def tels quedimWu(p, f) � dimWu(q, f), alors
Wu(O(p, f), f) ∩W s(O(q, f), f) est dense dansWu(O(p, f), f) ∩W s(O(q, f), f). On pose
G = G0 ∩G1 ∩ G2 ∩ G3 ∩H.

On considère alorsf ∈ G, etA = ω(x, f) un A.S.F. def . CommeA est positivement stabl
au sens de Liapounoff, si c’est une orbite périodique, c’est une orbite périodique attractiv
a la conclusion du théorème ; on suppose donc queA n’est pas une orbite périodique. On s
par la proposition 4 que soitA est hyperbolique, soit il contient une limite d’orbites périodiq
répulsives et attractives. Supposons queA soit hyperbolique. Si la dimension de sa variété sta
(ou instable) est2, il est assez facile de voir queA est une seule orbite périodique et donc on
dans le cas précédent. Chaque pointy ∈A admet donc une variété stableW s(y, f) et une variété
instable,Wu(y, f) de dimension1. CommeA est positivement stable au sens de Liapou
on a :

∀y ∈A, Wu(y, f)⊂A.

Aussi, A admet une structure de produit local (voir [17] pour toutes les notions relié
l’hyperbolicité). OrA, compact invariant, contient au moins un point non errant donc p
lemme du pistage un point périodiquep. CommeA = ω(x, f), on a pour tout(y, z) ∈A2, pour
tousVy voisinage dey, Vz voisinage dez :

⋃
n�1

fnVy ∩ Vz �= ∅.

Ceci et le fait quef ∈ G2 impliquent que :

A⊂W s(O(p), f) ∩Wu(O(p), f)

donc commef ∈ G3 :

A⊂W s(O(p), f)∩Wu(O(p), f) =H(p, f).

CommeH(p, f) classe homocline dep est telle quef|H(p,f) est transitif, et commeA est
positivement stable au sens de Liapounoff :

H(p, f)⊂A.

Donc A = H(p, f) est bien une classe homocline hyperbolique. CommeA est muni d’une
structure de produit local, on sait qu’il existe un voisinageU deA dansM tel que :

A=
⋂
n∈Z

fn(U);
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commeA est positivement stable au sens de Liapounoff, on peut quitte à réduireU s’arranger
pour quef(U)⊂ U , et donc finalement :

e
a

e
lors il
e

e

rons
r un

ifs,
ut juste
s
ff :
A=
⋂
n�0

fn(U) est un vrai attracteur hyperbolique. ✷

Le corollaire 7 est évident.

Démonstration du théorème 8. –AppelonsG0 le Gδ dense deDiff1
ω(M) trouvé en théorèm

5. Soit alorsf ∈ G0 et A un A.S.F. def . CommeA est stable au sens de Liapounoff, on
x∈A= ω(x, f) doncf|A est transitif. Supposons queA soit hyperbolique. CommeA est stable
au sens de Liapounoff, on a :

∀y ∈A, W s(y, f)∪Wu(y, f)⊂A.

A a donc une structure de produit local et donc il existeU voisinage deA tel que :

A=
⋂
n∈Z

fn(U).

D’un autre côté,A est stable au sens de Liapounoff donc on peut s’arranger pour queU soit
invariant. Aussi :A = U , A = M . f est donc Anosov et commeA = M est un ensembl
ω-limite, f est transitif. Supposons alors que l’on soit dans le cas (iii) du théorème 5. A
existe une suite d’orbites périodiques complètement elliptiques def qui tend (pour la distance d
Hausdorff) versK ⊃A. Mais commeA est stable au sens de Liapounoff, forcémentA=K . ✷

Démonstration du théorème 9. –NommonsG0 le Gδ dense deDiff1
ω(M) trouvé à l’aide du

théorème 2. Le résultat de Z. Xia démontré dans [18] nous dit qu’il existe unGδ denseG1 de
Diff1

ω(M) tel que pour toutf ∈ G1, pour toutp point périodique def , si H(O(p), f) = H
désigne la classe homocline de l’orbite dep, on a :

H(O(p), f) =Wu(O(p), f) =W s(O(p), f).

En particulier, sif ∈ G = G0 ∩ G1, la classe homocline de tout point périodique def est non
triviale.

Soit alorsf ∈ G etA un A.S.F. def . Par le théorème 2,A est limite d’orbites périodiques d
f , considérons les classes homoclines de ces orbites périodiques. Alors, commeA est stable au
sens de Liapounoff, elles aussi tendent versA. ✷

Démonstration du corollaire 10. –AppelonsG0 le Gδ de Diff1
ω(M) trouvé à l’aide du

théorème 9,G1 celui trouvé à l’aide du résultat de C. Morales et M.-J. Pacifico, et considé
f ∈ G0 ∩ G1. Alors le résultat de C. Morales et M.-J. Pacifico permet de lui associe
Gδ denseG′

f de M . De plusR(f), ensemble des points récurrents def , est aussi unGδ

dense deM . On pose :Gf =
⋃

n∈Z fn(G′
f ) ∩ R(f). Soit alorsx ∈ Gf . Alors x ∈ ω(x, f).

Posons :T = {ω(x, f);x ∈ Gf}. Les éléments deT sont des compacts non vides transit
stables au sens de Liapounoff et limite de classes homoclines d’orbites périodiques. Il fa
vérifier qu’on obtient une partition deGf . Supposons donc quex et y soient deux élément
deGf et quez ∈ ω(x, f) ∩ ω(y, f). Alors, commeω(y, f) est stable au sens de Liapouno
ω(x, f)⊂ ω(y, f). Doncω(x, f) = ω(y, f). ✷
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Démonstration du corollaire 11. –En fait c’est un simple corollaire du corollaire 10 et du
résultat concernant les classes homoclines des difféomorphismes préservant le volume démontrés
par C. Bonatti, L. Diaz et E. Pujals dans la prépublication [6].✷
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